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ời nói đầu 


Bộ giáo trình này có liên quan đến các chương trình mới của các lớp dự bị vào các trường đại học (Grandes 
écoles), được áp dụng cho Kì tựu trường tháng 9/1995 đối với các lớp năm thứ nhất MIPSI, PCSI và IPTSI, và cho 
kì tựu trường tháng 9/1996 đối với các lớp năm thứ hai MP, PC, PSI. 

Theo tỉnh thần của các chương trình mới, thì bộ giáo trình này đưa ra một sự đổi mới trong việc giảng dạy môn 
vật lí ở các lớp dự bị đại học. 

e Trái với truyền thống đã in sâu đậm nét, mà theo đó vật lí bị xếp vào hàng môn học thứ yếu sau toán học vì 
các hiện tượng đã bị che lấp bởi khía cạnh tính toán. Tuy nhiên ở đây các tác giả đã cố gắng thu xếp để đặt toán 
học vào đúng chỗ của nó bảng cách ưu tiên dân dát tư duy và lập luận vật lí, đồng thời nhấn mạnh lén các tham 
xố có ý nghĩa và các hệ thức đã kết hợp chúng lại với nhau . 

e Vật lí là một môn khoa học thực nghiệm nên phái được giáng dạy theo tình thần đó. Các tác giá đã quan tâm đặc 
biệt đến việc mô tả các thiết bị thí nghiệm nhưng vẫn không bỏ qua khía cạnh thực hành. Mong sao những cố pắng 
của các tác pïá sẽ thúc đấy thày và trò cái tiến hoặc tạo ra các hoạt động thí nghiệm luôn luôn đây chất sáng tạo. 


dụng khoa học hay công nghiệp, đặc biệt để kích thích các nhà nghiên cứu và kí sư tương lai. 

ø Vật lí không phải là một khoa học thiếu tính độc đáo và vĩnh hằng, mà vật lí là sản phẩm của mội thời đại và 
không tự tách ra khói phạm vì hoạt động của con người. 

Các tác giá đã không coi thường các cứ liệu lịch sử các khoa học trong việc mô tả sự biến đổi của các mô hình 
lí thuyết cũng như thay thế các thí nghiệm trong bối cảnh của họ. 

Nhóm tác giả mà lean-Marie BRéBEC đã phối hợp, gồm các giáo sư các lớp dự bị rất từng trải, đã có một bề dầy 
các kinh nghiệm trong các Kì thi tuyển vào các trường đạt học và có năng lực khoa học cao được mọi người 
nhất trí công nhận. Nhóm này đã cộng tác chặt chế với các tác giả của bộ giáo trình của DURANDHAU và 
DLRUPIIY cho cấp hai các trường trung học (tương đương trung học phổ thông của Việt Nam). 

Sách cho các lớp dự bị đã kế tiếp hoàn hảo sách ở cấp trung học cả về hình thức, nội dung lần ý tưởng. 

Chúng tôi bảo đảm rằng các cuốn sách này là những công cụ quý báu cho sinh viên để chuẩn bị có hiệu quả 
cho các kì thi tuyển, cũng như để có được một sự trau dồi khoa học vững chắc. 


J.P. DURANDFEAU 


Cơ học chất lỏng là một phần quan trọng của chương trình vật lí ; thật vậy, nó cho phép : 

*® có được các "hình ảnh” cụ thể về ý nghĩa vật lí của các toán tử khác nhau như toán tử đive và toán tử rota, là 
các công cụ thường dùng trong điện từ học ; 

» và "nhìn thấy” một cách cụ thể các dạng cân bằng. 

Trong ba chương đầu, tác phì nhấn mạnh vào việc mô hình hóa dòng chảy của một chất lỏng với hai cách mô tả 
khả di: hình thức luận Lawrange và hình thức luận Fdler. Hình thức luận Euler dẫn đến các công cụ đặc biệt 
như phép lấy đạo hàm toàn phần : các công cụ này cho phép nghiên cứu trong thời gian đầu các phương trình vi 
phân về bảo toàn khối lượng (mà không quên dạng tích phân), và sau đó mô tả một số dòng chảy của các chất 
lỏng, đặc biệt các dòng chảy thế. 

Giáo trình sau đó chĩa thành bá phần lớn. 

* Động lực học các chất lỏng lí tưởng - Sự biến đổi của trường vận tốc của các chất lỏng này tuân theo phương 
trình vĩ mô ELULER, mà các tích phân dẫn đến các bất biến (trong đó có bất biến BI:RNOULLI). 

® Các chất lỏng thực : Sau khi xác định độ nhớt của một chất lỏng NEWTON với các hệ quả khác nhau lên các 
dòng chảy (dòng chảy POISEUILLE, COUETH:), ta để cập đến việc mô tả các dòng chảy của các chất lỏng thực, 
mà đặc tính rối hay không tùy thuộc vào số RIYNOLDS Re. Số Re này cũng cho phép "lượng tử hóa" phần 
tương ứng với các hiện tượng đối lưu và khuếch tán. 

*® Các dụng cán bảng - Đã dành hắn một chương cho việc áp dụng các định luật động lực học và nhiệt động học 
cho các chất lỏng khác nhau đang chuyển động theo dòng chảy, nghĩa là áp dụng các định luật đó cho các dạng 
cần bằng (động lượng, năng lượng,...). 

Các khái niệm khác nhau này được mình họa bằng nhiều ví dụ dựa vào một số lớn các mô phỏng và ảnh chụp. 
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THE0 DÙNG PHẦY 


* 

M 2 sỈ ^ 
Ta có thế mô tả dòng chảy của một chất lỏng nếu 
biết chuyến động của từng hạt nguyên tố của chất 


lỏng. Tuy nhiên, vì số hạt quá lớn, nên ta không thế 
tiến hành cách nghiên cứu như vậy được. 


Việc nghiên cứu dòng chảy có thể được giới hạn ở 
chỗ chí cần biết chuyến động tập thế của một nhóm 
hạt nguyên tố cấu thành cái mà 14 gọi là một hạt 
chất lỏng. 

Vậy ta sẽ mô tả được chuyến động này nhờ một 
trong các dữ kiện sau đây : 

® hoặc biết quỹ đạo của từng hạt chất lỏng theo thời 
gian và vị trí của mỗi hạt ở một thời điểm bạn đâu 
tụ Cho trước : đó là cách mô tả Lagrange, theo tên 
nhà toán học Pháp Louis LAGRANGE (1736 - !8]3); 
e hoặc biết vận tốc của mọi hạt chất lỏng ở mọi thời 
điếm t : đó là cách mô tả Euler, theo tên nhà toán 
học Thụy Sĩ Léonhard EULER (1707 — 1783). 


Thành thứ ta có thể nghiên cứu dòng chảy của một 
chất lỏng với một trong hai cách mô tả trên. Tuy 
nhiên, cách mô tả EULER (trường vận tốc của các hạt 
chất lỏng phụ thuộc vào các tọa độ không gian và 
thời gian) là thực tế hơn cả. 


Mục TIÊU 


M Các cách mô tả một chất lỏng đang 
chuyển động của Lparanee và Euler. 


Phép lấy đạo hàm toàn phần. 


ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


M Động học của chất điểm. 


Á Mẫu chất lưu 


1.1. Chất lưu là gì ? 


Ta đã đưa ra khái niệm về chất lưu (xem H. Prépa, Nhiệt động lực học, 
năm thứ nhất). Các trạng thãi lỗng và khí đều là các chất lưu đối lập với 
trạng thái rắn. 


1.1.1. "Biên giới" lóng- khí 

Tồn tại một sự khác biệt chủ yếu về cách hoạt động của chất khí và chất 
lỏng, chất khí bao giờ cũng choán toàn bộ thể tích dành cho nó, trong khi 
chất lỏng lại không. 

Biên giới lỏng - khí được đặc trưng bởi sự khác nhau về cấp độ lớn của 
khối lượng riêng và mật độ hạt. Đối với chất lỏng thì các đại lượng đó lớn 
gấp khoảng ngàn lần các đại lượng tương ứng của chất khí : đó là kết quả 
mà chúng ta quan sát được đối với nước (b. 1). 

Khối lượng riêng lớn có nghĩa là các hạt rất gần nhau, và do đó, các lực 
tương tác phân tử trong các chất lỏng là rất lớn. 


⁄°ụ dụng “1 


[— nước khí 


(P= 1 bar và 
Tx~400 K 

- -3 _ 31.3 
+ “05kgm Øưny * l0 10 kg.m 


ly ~2.106m? | m„„ ~ 3.107”m”Ÿ 


H.1. Khối lượng riêng và mật độ hạt 
của nước khí (hơi nước) và nước lông. 


nước lông 


Mật độ hạt của nước 
Tính mật độ hạt n* : 
* của nước ở trạng thái lỏng ; 
* của nước ở trạng thái khí ở nhiệt độ T = 400 K, 
dưới một áp suất P = ì bar. Giá thiết chất khí này 


s Nước lỏng : mật độ hạt bằng : 
3 
nhe 2N, 5 10 : 
M 18.107 
s Nước khí : chất khí này được coi là khí lý tưởng, 
nên lượng vật chất n = Ì mol chiếm thể tích : 


6.109 ~3.108m 3 


tuân theo định luật của các chất khí lý tưởng. RT §.3Ix400 

Dữ liệu : li 2E ¡0 

Khối lượng riêng của tế kho: Biết rằng M„ hạt chiếm thể tích đó nên ta có 
DỊ in Sen n*=1,8.102)mˆ`, 


Ta thấy khối lượng riêng vào cỡ : 


=3.3.10 ?mŸ 


Khối lượng mol của nước : M = l8. 10 3kg.mol] 


Số Avogadro : Nụ =6.1073mol"] —M— 18.102 >0 082 
Hằng số khí lý tưởng : R =8,311.K”! mol "† L1: NANO 


1.1.2. "Biên giới" lỏng - rắn 

Thiết lập "biên giới" lỏng - rắn không đơn giản, nên ta cũng không cố đưa 
ra một định nghĩa chặt chẽ về chất lỏng đối lập với chất rắn. 

Trong khi các chất rắn (gần như ) không thể biến dạng, thì như mọi người 
đều biết, chất lỏng (trái ngược với chất rắn) lại có khả năng : 

® "trôi chảy" (mạnh yếu tùy theo độ nhớt của nó) ; 

s khít với hình dạng của bình chứa nó ; 

* được khôi phục lại một khi nó bị "phân tán" đó đây (ví dụ, ta hãy hình 
dung các giọt nhỏ li tỉ của một máy phun dầu mà ta có thể thu hồi lại vào 
trong một cái cốc). 


Sự khác biệt vẻ tính cách hoạt động giữa chất rắn và chất lỏng được giải 
thích là do tính linh động cao hơn của các phân tử ở trạng thái lỏng. 
Ta sẽ lại tìm thấy một sự khác biệt chủ yếu khác giữa chất lỏng và chất 
rắn khi nghiên cứu động học : các vận tốc của các điểm khác nhau của 
một vật rắn, liên kết cứng với nhau, đã làm xuất hiện vectơ quay tức thời 
‹ của vật rắn. Như vậy, vận tốc của hai điểm ÄM⁄ và P gắn vào một vật 
rắn sẽ có dạng : 

0(P) =ũ(M) +2 A MP 
(xem H— Prépa, Cơ học vật rắn, năm thứ hai). Vấn đề sẽ trở nên tình tế 
hơn nhiều đối với các chất lỏng đang chuyển động. 
Muốn để cập đến việc nghiên cứu động học này, ta cần định rõ phạm vi 
nghiên cứu để xác định được vận tốc vĩ mô của chất lưu. 


1.2. Chất lưu là môi trường liên tục 


Ta hãy xác định các chiều dài đặc trưng cho sự quan sát. 


1.2.1. Thang vĩ mô 

Ở thang vĩ mó, chất lưu là một môi trường liên tục. 

Chiều dài L đặc trưng cho sự quan sát ở thang vĩ mô này bị áp đặt điều 
kiện bởi vấn đẻ nghiên cứu (b. 2). 

Chiều dài đặc trưng của dòng chảy này là độ rộng của sông đào. 

Ví dụ : 


kích thước "ngang" của vật cản 


đường kính của một tĩnh mạch hay 
động mạch ; giới hạn dưới của L có thể 
được xác định trong các ống mao mạch 
chẳng hạn (U lúc này vào cỡ một phân 
số của milimét) 


dòng chảy của máu 


H.3. Một số chiều dài đặc trưng L. 


1.2.2. Thang vi mô 


Ở thang vi mô, chất lưu chủ yếu là gián đoạn : nó gồm các phân tử 
chuyển động nhiệt không ngừng. 

Đối với một chất khí, thì chiều dài đặc trưng 7 kết hợp với thang vi mô 
này có thể là quãng đường tự do trung bình của các phân tử (Khoảng cách 
trung bình mà một phân tử chạy qua giữa hai va chạm, vào cỡ micromét 
trong các điều kiện thông thường) hay là khoảng cách trung bình giữa các 
phân tử đó (h.4). 

Các thang vĩ mô và vi mô này chỉ khác biệt rõ ràng nếu L >> ỉ ; sự phân 
biệt này không thể tồn tại được nữa, nếu ? lớn hơn rõ rệt (chất khí ở áp 
suất rất thấp), trong khi L lại nhỏ đi rất nhiều (ví dụ các ống dẫn của một 
môi trường xốp). 


Chiêu dài đặc trưng của dòng chảy này 
là độ rộng của sông đào 

H.2. Ở thang vĩ mô, chiều dài đặc 

trưng của dòng chảy này là độ rộng 

của sông đào (cầu Thờ Dài ở Venise). 


quãng đường tự do — 
trung bình của các 
phân tử 


ly ` 
phân tử 


— chiêu dài 
đặc trưng của 

dòng chảy ở 

thang vi mô 
H4. Ở thang vì mô, chất lưu được 
mô tả bởi chuyến động của các phân 
tử khác nhau. Chiều dài đặc trưng 
của thang này có thể được biểu diễn 
bởi khoáng cách trung bình giữa hai 
phán tử hay quãng đường tự do 
trung bình của chúng. 
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Khoảng cách trung bình giữa các phân tử bình piữa hai hạt là : 


Tính khoảng cách trung bình giaa các phân tử 
đối với : đ= 


gM _ạJ 18M” 


* nước ở trạng thái lông ; ĐNA Ïi0xe I0” 


® nước ở trạng thái khí ở nhiệt độ T = 400K, 
đưới áp suất P = 1 bar. Giá thiết chất khí này 


khoảng cách trung bình giữa hai hạt bằng : 


3 / 
3. =2 38.10”? 
I0 . 


tuân theo định luật các chất khí lý tưởng. *® Nước hơi : ở đây, khí được coi như khí lí 
¬ -. ` R 
Dữ liệu : tưởng, Ma phân tử chiếm thể tích V = = „ Vậ 
Øing = L0.10°kgm ° ; Nụ =6.10mel! ; 
=" = CƯ: 
ÄMI =18.10  kpg.mol; R=83l7K” mọi ¬- RT \ 8,31x 400 
(dt =- = 
*® Nước lỏng : biết rằng số hạt N=. VPNA 


~ 40.10 !'m 


chiếm một thể tích Imrˆ, nên khoảng cách trunp 


1.2.3. Thang trung mô 

Thang /ung mô Tà thang trung pian piữa (thang) vĩ mô và (thang) ví mô, 
trong đó chất lưu vẫn còn là một môi trường liên tục. 

Ở thang này, chất lưu bị "cất" thành những ô cơ bán (hay ô vô cùng nhỏ) 
gỌI là các phân tứ chất lưu, hay các hạt chất lưu. (chứa một số lớn phân 
tử). Ích lợi của sự mô tả liên tục chất lưu là ở chỗ các đại lượng vĩ mô có 
thể được kết hợp với các hạt chất lưu này. Các hạt này có một khối lượng 
cơ bản khôn đổi trong tiến trình vận động của chất lưu. 

Vận tốc của một hạt chất lưu, có tâm tại điểm á ở thời điểm ¿, bằng giá 
trị trung bình của các vận tốc các phân tử của hạt. Thành thử ta thú được 
một giá trị vĩ mô địa phương của vận tốc chất lưu, nphĩa là được xác định 
tại một điểm ẤM ở thời điểm ¡. Lưu ý rằng vận tốc này sẽ khác không nếu 
chất lưu đang chuyển động vĩ mô. 

Xuất phát từ khái niệm này, ta có thể nghiên cứu được sự phân bố nhiệt 
độ hay phân bố áp suất trong chất lưu. Hiệu lực của cách mô tả nói trên 
(mà ta sẽ trở lại sau) gắn liền với giá trị của a là kích cỡ của hạt chất lưu. 
Kích cỡ này phải đủ nhỏ ở mức vĩ mô để có thể coi các đại lượng là liên 
tục, nhưng lại phải đủ lớn ở mức vi mô (lúc này hạt chất lưu chứa một số 
rất lớn các phân tử ) để có thể bỏ qua những thăng giáng kết hợp với 
chuyển động nhiệt chẳng hạn. 

Sự mô tả chất lưu xuất phát từ chuyển động của các hạt chất lưu này sẽ 
cho phép ta sử dụng phép tính tích phân.Ta hãy thử xác định các kích 
thước của hạt chất lưu nếu giả thiết hạt có dạng lập phương cạnh a : như 
vậy chiều đài đặc trưng này sẽ xác định thang trung mô 

VÍ (đụ : 


Xét chuyển động của nước lỏng trong một ống đẫn có đường kính 10cm : 


* đối với đòng chảy này, ta có => 10m; 


10 


* khối lượng riêng của nước là ø =10”kg.m ”. Khối lượng mol (phân tử 


gam) của nước là ÄM⁄ = 18.10 ”kg.mol"Ì, khoảng cách trung bình giữa hai 


phân tử nước vào cỡ 2 S42 ~3.10”!m, nghĩa là I~10!°m với 
MP 


Nụ =6.10mol Ì; 


s Cho a giá trị thỏa mãn /<< a << L„ ví dụ 10!?m<<z<<10”!m. Giả 

thử ta lấy a 10 ”“m= lưm. 

Một thể tích lum° nước chứa một khối lượng dư = 102kg nước, nghĩa 

10"! x6.103 
18.107 


dmN A 


là chứa ^~3.10!0 phân tử ! 


phân tử nước, khoảng 


Như vậy hạt chất lỗổng có khối lượng dw: bằng 10 †°kg, chiếm một thể 
tích dz=10”!Šm” (hình lập phương có cạnh ø = 1 kưn) và chứa khoảng 
1019 hạt (h.5). 


Một cách lựa chọn khác cũng hoàn toàn có hiệu lực đối với tình huống 
nói trên là lấy một hạt chất lỏng có khối lượng đm bằng 10 kg, chiếm 
một thể tích dz = 10 ?mỶ (hình lập phương có cạnh ø = 1 mm) và chứa 
khoảng 1019 hạt. Nhưng sự tồn tại các lực nhớt có thể khiến cho cách lựa 
chọn này (z tương đối lớn) bị sai lệch ở lân cận các vật chướng ngại (vì 
xuất hiện các lớp giới hạn, xem chương Š). 

Ở thang trung mô, các kích thước đặc trưng của hạt chất lồng phải nhỏ, so 
với L và lớn so với 7 (là khoảng cách trung bình giữa hai phân tử). Phải có 
một số rất lớn phân tử (1012) tạo thành hạt chất lỏng đó để đạt tới các 
trung bình cục bộ có tính chất vĩ mô. 

Thang đo hạt chất lưu, thang trung mô, là trung gian giữa thang vi 
mô và thang vĩ mô. Nó cho phép kết hợp vào hạt đó, các đại lượng vĩ 
mô dùng để mô tả chất lưu như một môi trường liên tục. 


2 Quan điểm Lagrange 


Ta hãy chú ý tới một chất lổng (về mặt vĩ mô) đang chuyển động trong 
hệ quy chiếu nghiên cứu, chuyển động thường được gọi là đòng chảy. 
Nghiên cứu dòng chảy này, ví dụ như mô tả chuyển động của từng hạt 
chất lỏng (đã được định nghĩa ở trên) hợp thành chất lỏng đó. Biết quỹ 
đạo R,Œ) của mỗi hạt (đặt ở tọa độ Ñ,(0) lúc ? = 0) mà ta theo sát 
chuyển động của nó, thì ta sẽ lập lại được chuyển động của toàn chất lỏng 
(h.6). Cách mô tả này tương ứng với quan điểm Lagrange, do tên nhà 
toán học LouIs LAGRANGE (I736 - 1813) (h.7). 

® Ví đụ ] : Người câu cá 

Trên bờ sông, một người đi câu, ẩn mình trong quan niệm Lagrangce, 
ngắm nhìn sợi dây câu (mà anh ta quăng xuống nước) trôi dạt theo dòng 
nước, hay nhìn những chiếc lá trôi trên mặt nước, khi người đó dõi theo 
chuyển động của các hạt này bị cuốn theo nước trên sông (b.ể). 


te: | 
gố777 081. 


H.5. Dòng chảy của chất lông. Ở 
thang trung mô, các kích thước của 
hạt chất lỏng đều nhỏ so với L và lớn 
đốt với Ì là khoảng cách trung bình 
giữa hai phân tử. 


các tọa độ quỹ đạo R,() 


ban đầu của hạt của các hạt 


đ/ =0: Ñ(0) 


H.6. Mô tá Lagrange : chuyển động 
vĩ mô của chất lòng được xác định 
khi biết các quỹ đạo của từng hạt 
chất lòng tạo thành. 


H.8. Người ải câu đặt mình trong 
hình thức luận Lagrange đang nhìn 
theo những chiếc lá xuôi dòng. 


* Ví dụ 2 : Giao thông trên đường trục ô tô (trên xa lộ hay trên đường 

cao tốc). 

Khi có một dòng xe cộ trên đường cao tốc, thì có khả năng mô tả luông 

giao thông này nhờ biết quỹ đạo của từng xe ô tô : sự mô tả này tương 

ứng với quan điểm Lapranse (10,9). 

Chất lưu được mô tả ở mỗi thời điểm bởi tập hợp các vận tốc của các hạt 

chất lưu tạo thành nó, các hạt mà ta cho "dán nhãn” chỉ số ¡ bằng cách 

xác định vị trí ban đầu của chúng #,(0) ở thời điểm ¡ = 0. Tập hợp các 
.n : đt Ù) - ăuẽ ` `. 

vận tốc này có dạng Wj(/)= l ng = V(R,(Œ).í), các đại lượng này chỉ phụ 

í 

thuộc tường minh vào thời gian đối với một hạt đang được xem xét (#,0) 

là một hàm số đã biết). 

Thành thử, theo hình thức luận Lapranege, thì vận tốc của mỗi hạt chỉ phụ 

thuộc thời øian ¿ (đã biết qũy đạo) và như vậy, phụ thuộc các tọa độ ban 

đầu của hạt (xem áp dụng 3). 

Vậy ta có thể xác định cách mô tả chất lưu của Laprange như sau : 

Chuyển động của chất lưu sẽ được mô tả hoàn toàn nếu biết các quỹ 

đạo #,(/) của tùng hạt được dán nhãn ''?'" của chất luu. 

Vận tốc của các hạt này được xác định bởi : 

dR,() dRŒ) 
dí 


Ÿ,Œ)= = V(,(1),£),... V) = vn V(R@),Ð) 


Với R,() là vị trí ở thời điểm £ của hạt mà lúc ban đầu £ = 0 nó ở vị 
trí (0). 

Các vận tốc này được kết hợp với các hạt chất lưu, chỉ phụ thuộc 
tường minh vào thời gian và các tọa độ ban đầu của hạt, và như vậy 
chỉ phụ thuộc vào R@). 

Đối với các đại lượng "Lagrange”, ta sẽ giữ cách viết RỤ) (chứ không 
phải 7), và X(I), Y(),... V(1) (chứ không phải 0 ). 
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Biểu thức của vận tốc trong 
hình thức luận Lagrange 

Cá mội dòng chảy được xác dịnh trong hình 
thức luận Lagrange dưới dạng : 

X;Œ)= Xo¡(+) với b không đối 

h0) = độ, 
trong đó Xg¡ và Yạ¡ biểu diễn các tọa độ (bạn 
đâu) của hạt được đán nhãn thứ ! ở thời điểm L = 0. 
Xác định vận tốc W;(I) của các hạt này. 
Biểu thị vận tốc này đưới dạng V,Œ(), 0). 
Vận tốc của một hạt được cho bởi : 


lốc : W;()= 


W;(@0),0)= W0) = 


quỹ đạo 


H.9. Khi td quan sát các quỹ đạo 
của các xe cô khác nhau (giữa t =!\ 
và 0ứ=!› ), thì ta dứng trên hình thức 


luận của Lagrange. 


ÄÑ,(1) 
Í 


điều này cho, đối với hạt được đán nhãn "7", vận 
đX,ữ) 
di 


ổy = Xo¡bẻ,, nghĩa là : 


W0) = V,(,(),1) = XoDêy \ 


X,ứữ) 


do đó : U(&(),U)= —T——bẽ,.. 


1+bi 


Ta được đúng một vận tốc V;) là hàm của quỹ 
đạo R0) Và í. 


3 Quan điểm Euler 


Ta xét cùng một dòng chảy của chất lỏng trong hệ quy chiếu nghiên cứu. 


3.1. Cách mô tả dòng chảy của Euler 


Cũng tồn tại một cách mô tả khả dĩ khác về chuyển động của toàn bộ chất 
lỏng. Ta tự đặt mình tại một điểm ⁄ trong không gian và nghiên cứu sự 
tiến triển của một đại lượng vĩ mô nào đó của chất lỏng theo thời gian. 
Việc này tương ứng với cách mô tả dòng chảy của Euler 

Ví dụ I : Người đi câu. 

Một người đi câu, mệt mỏi vì không kiếm được gì, có thể bắt đầu nghĩ vơ 
vấn bằng cách quan sát một chỗ nước xoáy đang xảy ra ở gần một mỏm 
đá nổi giữa sông. Làm như thế, người ấy không còn quan tâm đến một hạt 
chất lỏng đang chuyển động nữa, mà là quan tâm đến một điểm riêng biệt 
trong không gian mà tại đó có nhiều hạt mới của chất lỏng chuyển tới 
không ngừng. Ông ta quan sát vận tốc của những hạt đó, tại một điểm cố 
định trong không gian, theo thời gian ; như vậy, ông ta đã tự đặtmình theo 
hình thức luận Euler để mô tả dòng chảy này (H. 10). 

Ví dụ 2 : Giao thông trên trục đường ô tô 

Thỉnh thoảng, các cảnh sát giao thông đứng bên rìa đường trục ô tô để 
"quan sáf" vận tốc các xe cộ. Họ có thể mô tả dòng chảy giao thông theo 
thời gian nhờ biết vận tốc các xe đi qua chỗ mà họ ”đứng quan sát". 
Những người cảnh sát này đã đứng trên hình thức luận Euler để mô tả 
dòng chảy giao thông (H. I l). 


Sự mô tả Euler về một chất lỏng, xuất phát từ tên nhà toán học Léonhard 
EULER (1707 - 1783) (H.12), cho phép xác định, tại một điểm cho trước 
trong không gian, các sự biến đổi theo thời gian của một vài đặc trưng của 
chất lỏng như vận tốc, áp suất, nhiệt độ.... 


3.2. Tính độc lập của các tọa độ không gian 

và thời gian 
Ta lại lấy hai ví dụ trên. 
Ví dụ Ì - Người đi câu. 
Người đi câu, trong khi quan sát một cuộn xoáy nước đang vận động ở lân 
cận một mồm đá nổi giữa Sông, đã chỉ quan tâm đến dòng chây tại một 
điểm riêng biệt trong không gian. Người ấy quan sát vận tốc của các hạt 
chất lỏng, tại một điểm cho trước trong không gian, theo thời gian. Whư 
vậy, không có bất kỳ một mối quan hệ nào giữa các tọa độ của điếm đó 
với thời gian. 
Ví dụ 2 : Giao thông trên đường trục ô tô. 
Những người cảnh sát giao thông “guan sát" vận tốc các xe theo thời gian 
tại một điểm riêng biệt trên đường. Whư vậy, không có bất kì một mối 
quan hệ nào giữa các tọa độ của điểm mà họ đang đứng với thời gian. 
Khi dùng cách mô tả Euler về dòng chảy của một chất lỏng, thì tập hợp 
các vận tốc tạo thành một trường vectơ 0Œ, 7) =0(M, ?) = 0(x, y,z,t) phụ 
thuộc đồng thời vào không gian và thời gian : 7 và 7 (hay x, y, z và /) đều 
là các biến số độc lập. 
Vậy ta có thể xác định cách mô tả chất lưu của Euler như sau : 


H:10. Người đi câu quan sát xem 
chất lỏng chảy như thế nào quanh 
móm đá; người ấy đứng trên hình 
thức luận của Euler. 


CẦU ĐƯỜNG 


ĐIEM THU THUE 


H.11. Hai cảnh sát, trong khi quan 
sát các vận tốc xe cộ, đã đứng trên 
hình thức luận Euler để mô tả dòng 
chảy giao thông. Ở cùng một thời 
điểm t, họ không quan sát thấy cùng 
những xe như nhau. Vậy hai cảnh sát 
không nhất thiết quan sát thấy cùng 
một vận tốc như nhau. 


H.12. L¿onhard EULER (1707 - 1783). 


Chuyển động của chất luu sẽ được mô tả hoàn toàn nếu biết các vận 
tốc của các hạt chất lưu đi qua một điểm Ä cho trước trong không 
gian ở thời điểm f: 0M, £) 

* Các tọa độ không gian và thời gian là các biến số độc lập. 

* Hình thúc luận này được sử dụng để mô tả sự biến đổi của các đại 
lượng đặc trưng khác của chất lưu theo thời gian, như áp suất P(M, 0), 
nhiệt độ 7 (M, 0), v.v... của nó. 

* Quan điểm của Euler mô tả trạng thái của chất lưu đang chuyển 
động là kết hợp các trường với nó như : trường vận tốc, trường áp 
suất, trường nhiệt độ ; v.v... 

Đối với các đại lượng “EHler", ta lại dùng ký hiệu f (không phái R ) và 
U (chứ không phải V). 


z ^ -~? La 2 ` ^ ~“ 
3.3. Ví dụ vẽ biêu thức của trường vận tôc theo 
hình thức luận Euler 
Thường khi nghiên cứu chuyển động của chất lưu, bao eiờ cũng có một 
đại lượng cho phép mô tả dòng chảy như : mức chất lưu trong ống, lưu 
lượng chảy ra từ một bể chứa, ... 
Đại lượng này cho phép mô tả vĩ mô sự vận động của chất lưu. 
Theo hình thức luận I?ULI:R, thì tà phải tìm ö(M, f) tại mọi điểm Ä của 
chất lưu ; bao eiờ cũng phải chọn một mốc để xác định vị trí điểm ÄM⁄ sao 
cho không "mâu thuẫn” với đại lượng trước đây. 
khi mô tả chuyển động của một chất lưu theo hình thúc luận Euler, 
thì tôn tại một biến số so mốc (hay mô tả) trạng thái (sự vận động) 
của chất lưu và một biến số cho phép xác định vị trí của điểm M theo 
quan điểm Euler, 


⁄°p dụng “t 


Trường vận tốc của chất lưu 


trong một ống thắng đứng củ 3$ 
Hay tìm biếu thức về trường vận tốc của mội L. lị hụ) 
chất lưu trong một ống thẳng đứng, biết rằng | ị 
vận tốc là thẳng đưng và đồng nhất, ở thời điểm Ly: 
t, đối với mọi hạt. c°] | Ị 


Mặt thoáng của chất lưu trong ống được xác 
định vị trí bởi độ cao h(U của nó (H 13a). 


Thy 


Á H.l3a. Z4 cóc mại 
thoáng chất lông biến 
đối theo vận tốc hít) 


Vận tốc mà ta có thể biểu thị tại điểm 4 là - * các tọa độ không gian được thế hiện bởi trung 


0(M, 0) theo hình thức luận của EULER, còn h() gian e- ; 


là tọa độ phụ thuộc thời gian và xác định độ cao — * thời gian được thế hiện bởi trung gian h() 


của chất lưu trong ống (H. 3a). 


Ta xác định vị trí điểm M⁄ bằng độ cao z của nó cònzš là tọa độ Euler. 


trên trục (z z' ) hướng lên trên (/.13b). Vận tốc 


Su IÊ 5 
U(M.¡) theo hình thức luận Euler được cho bởi \ 
biểu thức : - ¬_ | gú) 
0(M,L) = hữ)€-. 

T7[T Ý 
Chú ý : " 
Nhất thiết phải dàng hai ký hiệu h và z, vì h (t) : 
biếu diễn mức chất lỏng và z là độ cao của điểm 


MỊ. Sự phụ thuộc của U(M,t) theo : 


)- Để tập luyện : bài tập 1 và 2. 


3.4. Tính duy nhất của vận tốc của một hạt 
chất lưu 

* Theo quan điểm Eu/er, ta phải biết vận tốc của hạt tại 4ƒ lúc r : 
0(M.r) =0.) 

* Theo quan điểm Uagrange, thì phải biết hạt (nghĩa là tìm kiếm nhãn của 
nó, xe $2), mà qũy đạo đi qua điểm 4 lúc r  = RŒ)), do vậy phải biết 
các tọa độ ban đầu của nó ®Œ = 0) lúc =0. 

Biết hạt này đi qua rlúcr (7 = Ñữ)), thì vận tốc của nó lúc r là : 

_ dÑ#Œ) 
— đí 


Vận tốc Euler 0(Äƒ,7)=0Œ.,r) và vận tốc Laprange V(Ñ().r) nhất thiết 


Vứ) = V(RŒ).(r) , và ta có V(Rữ),t)= öŒ.r). 


phải đồng nhất như nhau. Tuy nhiên, việc xử lý toán học các vận tốc này 
lại rất khác nhau tùy thuộc hình thức luận được sử dụng : 
* Cách mô tả Lagrange dành cho các hạt chất lỏng mà ta đang theo dõi sự 
địch chuyển của chúng, và kết hợp vào chúng mội vận tốc. 
« Cách mô tả Euler dành cho các điểm của không gian mà ta kết hợp vào 
chúng một trường các vận tốc phụ thuộc không gian và thời gian (là các 
biến số độc lập). 
Ở thời điểm ¿, tại điểm ÁM ta có : V(ÑŒ).)1ucguxoc = SP) Euisg 
Để "lại ủm thấy", xuất phát từ trường vectơ Euler 0(7,?), vận tốc 
Laprange của hạt tại  = ÓOM lúc r, thì cần phải tìm hạt mà quỹ đạo Rứ) 
đi qua Ä⁄ ở thời điểm r là : 

? = ÑŒ). 
* Cùng một vận tốc như nhau có hai cách thể hiện: ö(,/) = V(RŒ),£). 
*® Theo hình thức luận Lagrange thì ta có : Vựứ) =V(RŒ),£), và hạt 
đang xét là hạt có quỹ đạo ở ứ) = OM lúc . 


5. 


-z=0 


hŒ) là tọa độ xác định vị trí của múc chất lỏng, 


Á H13b. /c mới thoáng 
chất lỏng biến đổi theo 


vận tốc hứ). Vận tốc 


trong hình thúc 


Eulcr được 
0(M,LD = hỤ)ẻ,.. 


cho 


luận 


bởi 


⁄Âp dụng 5 


Biểu thúc của vận tốc 
theo hình thức luận Euler 


Ta trở lại áp dụng 3, liên quan đến một dòng 
cháy được vác định theo hình thúc luận 


Theo hình thức luận [apranpe, ta đã thu được : 
X;,0) 
1+bi 
Sự chuyển từ hình thức luận Izapranee sang hình 


Wữ) = V(;(1),1) = bỏ, 


thức luận l‡uler được thực hiện bằng cách coi hạt 
được đán nhãn / sẽ đi qua một điểm có hoành độ 
Xớ thời điểm ¡7 nếu v= X;(/) 

Khi đó, tại điểm này, ta có thể viết : 


Lagrange dưới dạng : 

X,)= Xe¡d+ b1) với b không đổi 

T;) =Tb¡, 
trong đó Xạ¡ và Yoạ„ biểu diễn các tọa độ (ban 
đâu) của hạt được dán nhám ¡ lúc t = Ô. 


v(,f)=———ồy 

ft” 

Đây là trường các vận tốc theo hình thức luận 
[:uler. 


Hay xác định trường các vận tốc của dòng cháy 
này theo hình thúc luận LHIer. 


suà + 3 v0" ý. ch c 
Biêu diên và thê hiện 
z ` 2 
các dòng chay 
Ta sẽ lại tìm thấy đối tính Lapranee - Iuler trong sự biểu diễn bằng đồ thị 


các dòng chảy. 


4.1. Quỹ đạo : quan điểm Lagrange 


Ta hãy thử tìm các quỹ đạo của các hạt (quan điểm Lapranee) bằng cách 
sử dụng trường các vận tốc của một chất lỏng (quan điểm Euler) 


H.14. Các gwy dạo của các hạt (ở 
đây là các xe cô). MỖI qũy dụo tương 
ứng với một Xe khác nhau. 


4.1.1. Định nghĩa 

Tập hợp các gãy đạo của các hạt chất lòng theo thời gian thể hiện như 
một yếu tố thông tin đầu tiên. Loại biểu diễn này đi theo các hạt chất lỏng 
hiển nhiên là cách mô tả [apranpe 

Ta có thể tưởng tượng hình ảnh của piao thông ô tô trên một mạn? đường 
cao tốc : hình ảnh này không phải hoàn toàn là vô tư, vì việc nphiên cứu 
sự piao thông này thể hiện sự nghiên cứu một dòng chảy (vả lại người ta 
cũng nói về sự lưu thông của chất lỏng ...). Thành thử, sự biểu diễn các 
qũy đạo của các xe cộ cho phép thu được các thông tin về "dòng chảy” 
của sự giao thông (H14). Có thể làm rõ các qũy đạo bằng cách chụp ảnh 
bạn đêm với thời pian lộ sáng dài. Các dấu vết đèn pha xe cộ trên âm bản 
đã cụ thể hóa các qũy đạo của các xe cộ đó. 

Để làm rõ các quỹ đạo của các hạt chất lỏng, ta có thể cho thêm vào chất 
lỏng đó các hạt nhôm mịn nhỏ và chụp ảnh với thời pian lộ sáng dài 
(H 1Š). 


Xuất phát từ dữ liệu của trường lšuler các vận tốc của chất lỏng ủŒ,/), và 
dùng sự tương ứng của các vận tốc được định nphĩa ở § 3.4 
(UŒ,f)I:oipạ = VỢ(),ƒ)[LAcsaxdp)„ ta sẽ thu được quỹ đạo ÑŒ) của hạt 
có mặt ở r lúc / bằng cách lấy tích phân theo thời pian của một hệ các 
phương trình vi phân. 


H.15. Khi có dòng chảy này (sóng 
làng), các hạt vẽ các quỳ dạo gản 
như vòng tròn. 
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Trong tọa độ Descartes mà ở đó Ñ#()= X()cv+ Y()cy+ Z()e. thì hệ 


phương trình vị phân thuộc dạng : 
dX dY : d⁄ 
KG VWut)Y0)2)0: nh V.(XU). Y0), Z0). 0): no È.(XU), Y0). Z0).!). 


hay ta còn có thể đặc trưng dòng chảy của một chất lỏng nhờ biết các qũy 
đạo của các hạt chất lỏng mà phương tình vĩ phân được xác định bởi : 
dX dy d7 


= =—————-=f. 
V(Xt().Y0Œ),20)/0)— Vy(Xứữ)YŒ).Z0)/) — V.(Xứ).Y().2Œ).?) 


Hằng số tích phân cho phép nhận biết hạt đi qua điểm 3 ở thời 
điểm í. 

Ta sẽ nhận được nghiệm bằng một phép tính tích phân, thường chỉ có thể 
được thực hiện theo phương pháp số. 


4.1.2. Ví dụ 


Ta hãy xét chuyển động ở vận tốc không đổi HÀ của một hình trụ trong 
một chất lỏng ban đầu nằm yên. Nếu đặt mình trong hệ quy chiếu gắn với 
chất lỏng thoạt đầu nằm yên, thì ta có thể làm thấy rõ dẫn dân các qũy 
đạo của các hạt khác nhau của chất lỏng tùy theo sự dịch chuyển của hình 


8) [ Sở 


~2,51 
H.l6a. /inft trụ trong một chất lòng 
lúc đầu nằm Yên. 


H.1ób, c, d và e. Các mô phóng cho 
thấy các qũy đạo của các hại chất 
lóng, khi có chuyến động tiến lên 
của một hình trụ trong một chất lóng 
túc đầu nằm yên. 


trụ (/H.16). vợ 
b) . €) ẠY \ , 
4 { 
}- MÀ 
« `— 
-42 - -238 


đ) y — y ©) 
À k+ cổ 
NÓ 

Z. 
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Ta có thể đưa ra những nhận xét và bình chú gì về các mô phỏng này ? 
® Ta đã coi các hạt chất lỏng được phân bố đều lúc 7 = 0 trong một mặt 
phẳng vuông góc với các đường sinh của hình trụ (các điểm A;). Các hạt 
này không tìm lại được vị trí ban đầu của chúng sau khi hình trụ đi qua. 
® Có những qũy đạo cắt nhau, nghĩa là ta thấy rõ các điểm không gian mà đối 
với chúng thì vận tốc các hạt chất lỏng phụ thuộc tường minh vào thời gian 


V(P,n) #ÝŸ(P,t;). 


Trường vận tốc Euler trong hệ quy chiếu này không phải là trường dừng : 
nó phụ thuộc tường minh vào biến số ¿. 


4.2. Đường dòng: quan điểm Euler 


4.2.1. Định nghĩa 
Sự biểu diễn, ở một thời điểm tạ cho trước, tập hợp các đường dòng (các 
đường sức của trường vận tốc Euler của các hạt chất lỏng) của một chất 
lỏng đang chuyển động, cho ta các thông tin rất lí thú về dòng chảy của 
chất lỏng. 
Ta trở lại ví dụ về giao thông ô tô. 
Ta sẽ có khả năng nhận được một bản âm các đường dòng của sự lưu 
thông ô tô : trên một bức ảnh chụp với thời gian lộ sáng ngắn, thì các vệt 
sáng đèn pha là những đoạn nhỏ biểu thị, bằng phương và chiều dài của 
chúng, vận tốc của mỗi xe. 
'Với các đường sức của trường các vận tốc của chất lỏng (các đường 
dòng), thì ta lại tìm thấy quan niệm của Euler về một dòng chảy. 
Phương trình các đường dòng này có thể được thiết lập bằng cách vẽ một 
phần tử dÄ4⁄ của đường dòng, cộng tuyến với vectơ vận tốc ủ(M,fạ) . 
Ta có thể đặc trưng dòng chảy của một chất lỏng bằng cách xác định 
các đường dòng (đường sức của trường vận tốc Euler của các hạt 
chất lỏng) ở thời điểm ;ọ , mà phương trình vỉ phân được cho bởi : 
==. nh. 
Dx(*, y,Z, fq ) Dy(X; y; fq ) U; (X; y, Z; f0 ) 
Sự lấy tích phân hệ này, ở /ạ cho trước, sẽ cho ta phương trình các đường 
dòng ở thời điểm đó. 
Phương pháp tính này giống hệt phương pháp được dùng trong điện từ 
học đê nghiên cứu các đường sức của điện trường hay từ trường. 


4.2.2. Ví dụ 
Ta lại xét ví dụ vê chuyển động ở vận tốc không đổi Vụ của một hình trụ 
trong một chất lỏng thoạt đầu nằm yên. 


Khi đứng trong hệ quy chiếu của hình trụ : thì ta có thể nhìn thấy rõ các 
đường dòng (H. 17). 


Hình I7b biểu diễn một cách khác để làm thấy rõ dòng chảy này. 


2 
——__ĂẰè_ 
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H.17a. Sự mô phóng cho thấy dòng 
chảy của một chất lỏng xung quanh 
một hình trụ. 


H.17b. Dòng cháy xung quanh một 
hình trụ chiều dày nhỏ và ở vận tốc 
nhỏ. Sự thể hiện rõ dòng chảy nhờ 


.các tia dầu lanh trong dầu vazơlin. 


về 


Chú ý : 

Khi xem các hình mô phông hay các bức ánh này, ta có thể nghĩ rằng mội 
"đường chất lỏng”, thoạt tiên vuông góc với đòng cháy ban đâu sẽ ít biến 
dạng ; tuy nhiên không đúng thế. 


Trên hình mô phông tiếp sau (H.17c), ta đa làm nổi bật xự biến đối của 
một “đường chất lông” như trên. Các đường này được vẽ ở những khoáng 
thời giam đêu đặn : khoảng thời gian để một hạt chất lòng đi từ A đến B 
là một bất biến khi đựng hình mô phóng này. Sự biến dạng của “đường 
chất lông” rất mạnh. 


⁄1h dụng Ó 


Các cách biểu diễn một trường quay : thì ta được : 
mô hình sóng lùng 


đường chất lỏng đường dòng 


H.17c. Minh họa vự biến dạng của 
một “đường chất long". Khoảng thời 
gian mà một hạt chất lông cân để di từ 
A đến B là mội bất biến trên hình này. 


Ùu : : Ứo 
X()= Xe +—=(I=sinaø) và Y()=ï§ +—~(l~œs#), 


Trường các vận tốc (hình thúc luận Euler) của “0 
một dòng chảy hai chiêu có dạng : 

Ö =Ug(COS@/„ + sin @fố, ). 
Hay vác định các qñy dụo của các hạt và các 
đường dòng. 


2 
_ Uọo | _(Đo Ý 
® Các đường dòng (X-Xo) + lộ -[ ) 


lLuúc fœ thì trường các vận tốc là đều : các đường 
dòng là những đường thẳng hợp thành một góc 


1 U 
@ï với trục (Qv) kính ~> và có tâm ở [xu J§ .ềc ) : 
@ 


@ 
*® Các quỹ đạo 


«@ 


trong đó X; và Yọ¿ biểu diễn các tọa độ của vị 


trí ban đầu của hạt được xét lúc /= 0, hoặc : 


2 


@ (U 


nghĩa là phương trình của một vòng tròn bán 


K 


® Các đường dòng và quỹ đạo được biểu diễn 


¬. dX Y ị ¬.. 
Khi lấy tích phân cay ˆ tụ CS@I và T =Ussineør, — trên mình 18, 
í l 


H.l8äa. Các dường dòng lúc tạ là những dường — H.18b. QuŸ dạo của các hạt khác nhau theo thời gian 


thắng. 


là các vòng tròn có cùng bán kính. 


4.3. Các đường phát xạ : cách tiếp cận thực nghiệm 
Trong thực tế, khi ta muốn nghiên cứu chuyển động của một chất lưu ở lân 
cận một vật cản (như dòng chảy của một chất lỏng xung quanh một chân vịt 
đang quay, hay dòng không Khí xung quanh cánh của máy bay), thì vấn đề 
"cô lập” từng hạt chất lỏng để theo dõi qũy đạo của nó, hay biểu diễn các 
vận tốc của các hạt ở một thời điểm đã cho là không đơn piän. 

Muốn thấy rõ dòng chảy, người ta phải dùng đến các chất đánh đấu : tại 
các điểm riêng biệt của dòng chảy, người tạ có thể thả một chất (càng ít 
làm nhiễu loạn chuyển động của chất lỏng càng tốt) được chất lưu kéo 
theo. Có thể là các khói trone một chất khí, các bong bóng hay các giol 
chất nhuộm màu trong một chất lỏng. 

Như vậy, ở một thời điểm đã cho, toàn bộ các hạt đi qua điểm này đều 
được "đánh dấu” và tạo thành một đường cong sọi là đường phát vụ (hay 
đườns đánh dấu). 

Trên hình 19, ta làm hiện rõ các đường phát xạ khí có một dòng chảy 
quanh một vật cản. Qua các lỗ nhỏ, một chất nhuộm màu được phát ra 
hướng về bên ngoài vật cản này ở dưới áp suất rất thấp. 

Trong Đài tập 7, ta sẽ xét một ví dụ xác định đường phái vụ, 

Ta có thể đặc trưng dòng chảy của một chất lỏng băng sự nhận biết 
các đường phát xạ ở thời điểm fạ, được tạo ra bởi tập hợp các điểm 
trong không gian bị chiếm bởi các hạt, trước đây đã đi qua một điểm 
My cho trước. 


Chủ ý : 

Đối với một dòng cháy bất kỳ, thì các qy đạo, các đường dòng và các 
đường phát vụ là những đường khác nhau. Tại một điểm M dq cho trong 
không giam, ở thời diểm 1, thì qũy đạo của hạt ở đó, đường dòng và đường 
phát vụ dĩ qua điểm M là ba đường tiếp tuyến giữa chúng với nhan (em 
bài tập T). 


4.4. Trường hợp các chế độ dừng 


Ta pọi dòng chảy đừng, hay khôngdối độc lập với thời gian, là dòng chảy 
mà trường các vận tốc Euler Không phụ thuộc rõ ràng vào thời gian. 


UỨ,[) =U(). 
Trong loại dòng chảy này, vận tốc của chất lỏng tại một điểm đã cho bao 
eiờ cũng như nhau. 
Nói cách khác, tất cả các hạt chất lỏng khi đi qua cùng một điểm ở những 
thời điểm khác nhau, đều có cùng một vận tốc, đặc trưng cho điểm đó. 
Các đường dòng đều “đứng im” và thời gian lúc đó không còn piữ bất kì 
một vai trò nào nữa (một bức ảnh, chụp ở một thời điểm bất kỳ với một 
thời pian lộ sáng bất kì, sẽ cho cùng một hình ảnh dòng chảy như nhau : 
như vậy, có sự đồng nhất của ba loại đườn9 cong này. 
Một dòng chảy dùng ø(r) (độc lập với thời gian) phải sao cho trường 
các vận tốc của chất lỏng không phụ thuộc rõ ràng vào thời gian : khi 
đó, có một sự đồng nhất giữa các quỹ đạo, các đường dòng và các 
đường phát xạ (đường đánh dấu). 
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H.19. Sự thể hiện các dường phát xạ. 
Các chỗ nước xoáy trên một vật thể 
hình thoi dang di tới. Sự làm hiện rô 
bằng các tỉa phát xạ nhuộm màu. 


Zfb dụng Z 


Dòng chảy trong một nhị diện vuông 

L) Ta xét một dòng cháy hai chiều thứ nhất mà 
trường các vận tốc, được xác định trong hệ quy 
chiếu (Ó : x. v. z), trong niên x > 0 và y > Ô, 
có dạng : 

UŒ,†)= ~kvởy + kyế,. 
Ta có thể nói gì về dòng chảy này 2 
Hãy xác định các quỹ đạo của các hạt và các 
đường dòng. 


2) Cùng câu hỏi nhữt trên đối với một dòng cháy 8 
ba chiều thứ hai : H.20. Các quỹ đạo và các đường dòng trong một nhị 
0(,†) = —kYếy + Kyếy, + đ@) COSG76. diện vuông. 
2) Trường hợp thứ hai tương ứng với một dòng 
chảy không dừng. 
I) Dòng chảy thứ nhất giả thiết là dừng, như 
vậy, sẽ có sự đồng nhất giữa các qũy đạo và các Các quy đạo là X= Xọ£ “ý Y=feef” và 


đường dòng. dZ : : 
chong: —— =#@ Cosoœ/, do đó Z = Zạ + asino@f. 


Các qũy đạo nhận được từ các phương trình : d 
TA  Ný, nghĩa là X=xXụ,e* Như vậy, có sự chồng chất lên chuyển động 
di trước, một chuyển động hình sin của z với biên 
Y , ^ 
và “T- = +ÄY), nghĩa là Ÿ = Vộ DI độ đ. 
f 


Đốt với các đường dòng ta có : 
do đó : XY = Xeửo. 
Như vậy. ta thu được một họ đường hypebon đều. 


dị — dy đš 


~kx +ẤYy  đ@0COSOf@ 
Các đường dòng nhận được từ : : sc ¬. 
mà sự lấy tích phân ở /ạ cho taxy =cCIC ; 


dtv dy _- „. dr . dy 
——=——, nghĩa là ——+——=0 vậy xy=(cCte. Ộ 
—k\W\ +ky X y 7 (&) COSOØfo ' &) COSOfq 

, : "` Và g=—————Ìny+cte. 
Ta lại ñm thấy đúng cùng một họ các đường 
cong, vì ta đang ở chế độ dừng. Trường các vận tốc phụ thuộc rõ ràng vào thời 
Các quỹ đạo và các đường dòng được biểu diễn — #lan, nên không còn có sự đồng nhất giữa các 
trên ñình 20, quỹ đạo và các đường dòng nữa. 


4.5. Tầm quan trọng của hệ quy chiếu nghiên cứu 
Ta hãy mình họa nhận xét này bằng các quan sát trước đây đối với dòng 
chảy ổn định (không đổi) của một chất lỏng xung quanh một hình trụ rắn. 
Nhớ rằng hình trụ đang chuyển động tịnh tiến với vận tốc không đổi Vỹ 
trong chất lỏng thoạt đầu nằm yên. 

s Hệ quy chiếu của hình trụ 


Trong hệ quy chiếu của hình trụ thì trường các vận tốc không phụ thuộc 
rõ ràng vào thời gian : ta có sự đồng nhất giữa các đường dòng và các 
quỹ đạo. 
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* Hệ quy chiếu của chất lỏng thoạt đầu nằm yên 

Trong hệ quy chiếu của chất lỏng thoạt đầu nằm yên, thì trường các vận 
tốc phụ thuộc rõ ràng vào thời gian : không còn có sự đông nhất giữa các 
đường dòng và các qũy đạo nữa. 

Áp dụng 8 chứng tỏ rằng ta không có sự trùng khớp giữa hai họ đường 
cong theo hệ quy chiếu mà ta đang làm việc trong đó. 


⁄ụ dụng 


Chuyển động của một hình trụ 

trong một chất lỏng thoạt đầu nằm yên 
Một hình trụ bán kính a (lịch chuyển với vận tốc 
không đối Vụ, vuông góc với các đường sinh 
của nó, trong một chất lòng ban đâu nằm yên. 
Gọi -? là hệ quy chiếu gắn với chất lông thoạt 
đâu nằm yên, được xác định vị trí bởi hệ trục 
trực chuẩn, cố định #\(0;€/,6/.¿.) với 
Vụ =-Ygey(Wfo>Ù) và (Óz) song SONg tỚi các 
đường sinh của hình trụ. 
Gọi . "là hệ quy chiếu gắn với hình trụ, được 
Xác định Vị tr bởi hệ tọa độ cục 
Z(O't6y,0y.6-) có gốc là trục hình trụ đì qua 
điểm O'“. Lúc t = Q người ta giá thiết O và Ó' 
tràng nhau (H. 2l). 
Trường các vận tốc trong hệ quy chiếu. Z” được 
cho bới : 


2 
+ "= cosÐ .¿„ 

= 

U'{r.Ð.0)= _ 
- nh: S lina 

vZ 


1) Havkháo sát vận tốc đối với r = a và r= œ 
Xác định vận tốc này ớr =a đối với : 
3m 


8 =0, yên ĐÐ=—và0Ô=r. 
2 2 


2) Xác định trường các vận tốc 0(M,r) trong hệ 
quy chiếu -Z2của chất lóng thoạt đầu nằm yên. 

3) Chứng tô rằng các đường dòng là các vòng 
tròn trong hệ quy chiếu .Zˆ 

4) Hãy viết các phương trình ví phân của các 
gãy đạo các hạt chất lỏng trong hệ quy chiếu 2 
(người tạ sẽ không tìm cách giải các phương 
trình này !). 
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H.21. /1ình trụ có tâm Óˆ và bán kính q. Vận tốc của 
hình trụ đối vót chát lóng thoạt đâu nằm yên, có dạng 
Vọ =~Vùẻ, - 


1) Đối với ”= a, thì vận tốc xuyên tâm. 

. a2) : 

U-(r,8.7)=>~Vo| T— . cosÐ .„ 

y2 
bằng không. nghĩa là vận tốc của chất lỏng tiếp 
tuyến với hình trụ và bằng : 
0'0,9,1)= —2V§ smÔ .ay. 

Đối với r = z, thì vận tốc bằng : 
U (r,Ð.f) = +Wq cosÐ ẻ„ — VosinÐ.á), điều này 
: TS 2z zz tFUcoœ8.4q 
tương ứng với vận tốc -W§, vì Vụ = TẢ 
+ V SinÔ .4 
ở xu hình trụ trong hệ quy chiếu của hình trụ. 
Ta hãy xét các trường hợp đặc biệt {r =ư:8 =0} 
và [r=a;Ð =z} : vận tốc của chất lỏng bằng 
không, hai điểm đặc biệt này được gọi là các 
điểm dùng. 


Đối với í =ú:Ð =3] : sÍa = ì =-2VWbđ ; 


P2 
Đôi với lr=e0 -| 5U La Sa rÌ>+#t4 : 


2) Công thức cộng vận tốc khi có sự thay đổi hệ 
quy chiếu cho phép ta viết : 0(M,f)=ø'(M,t)+ Vụ, 
điều này cho ta : 


a => 
-Vo-—cOS gẻ, 


0(r,0,t) ='(r,6,t) ~ Vụ = Ệ 


HH VN Lôi 2 
W —z sinØ.4s 
1 


s„ x ; tEWgcosØ.e, 
biết rằng Vọ = TNG 
+Vọ sinØ.¿a 
3) Giờ ta đi tìm các đường dòng, nghĩa là các 
đường trường vận tốc (M,íg) trong .⁄. 
Vì thời điểm ¡ọ là cố định, nên có thể nghiên 
cứu các đường trường nhờ mốc (0';ẻ,, đø, ể,). 
Phương trình vi phân của chúng được xác định 
(lúc /ạ, nhưng ở đây thời gian không can dự 
vào) bởi : 
dr _—_ rd8 
U„(r,Ø,fạ)_ 0gŒ,Ø,fạ)` 


ủy — rủØ 


2 


= a 

W/œØ n2 “ y— sổ 
mà nghiệm là r=2#gsinØ, phương trình của 
một vòng tròn bán kính Rọẹ và tâm (x'=0, 
y'= Rạ). Thật vậy, khi nhân với r, và nhận thấy 
rằng y'=rsinØ và r“=x'+y'?, thì ta được : 
xa” = 2Roy'. hay 


nghĩa là 


R — Rộ 
Như vậy, ở thời điểm íạ, các đường dòng được 
cấu tạo bằng các đoạn của các vòng tròn mà các 
tâm đều ở trên đường thẳng (Ó' y). Điều này 
được thể hiện rất rõ nhờ các hình mô phỏng kết 
hợp (H. 22a, b, c và đd). 


1. 


⁄ Z ~ 


H.22.a.Làm hiện rõ các quỹ đạo và các vận tốc của 
các hạt khác nhau ở một thời điểm t cho trước. 


4) Để nghiên cứu các quỹ đạo, ta biểu thị rõ các 
thành phần vận tốc trong hệ quy chiếu 
(0;£x,éy £;) : 


2 
Vọ =Gin? 0—cosf 9) 
0Œ,Ø,)=|_ 7 
2W -zin6cos0 ếy 


si 4 Ẵ h x' D 
Biết rằng sinØ =>, cosØ=—,r?=x 
l4 r 


suýt”, 


x'=x+ gi và y'= y, ta được : 


Ù a2(y? =(x+Vạ£)?).. 


0 2).059 
đ)ày/Đ= {[(x+ Vẹ?)“ + y“] 


2 
-2Wạ a“(x+VWglÙ)y _ 


NGHHSHESR-EDEGEOE Ta e>x*osgi 2 
ỳ 
[+ VạÐ)Ý + y? 


Nếu đặt 0(x,y,:)=V(XŒ),YŒ),?), thì các quỹ 
đạo sẽ là các nghiệm của các phương trình vi phân 
dX dY 


sau đây ———————=—-. 
V.(X@),Y@),) W(XŒ)YŒ)<?) 
nghĩa là : 
zz“........ 
VWạa?ŒŒ)ˆ -(Xứ)+ VạÐ?) 
=“.. 
_ ~2Vpa?2(Xữ) + Vạt)Y@) 
đ/ 


[Xứ)+ Vạ#)2 +Y@)2Ÿ ` 


nghĩa là chỉ duy nhất phép tích phân mới cho 
phép làm thấy rõ các quỹ đạo (H.22). 


H.22b. Làm hiện rõ các quỹ đạo và các vận tốc của 
các hạt khác nhau đối với hai thời điểm t cho trước. 
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H.22c. Cái nhìn bao quát về trường các vận tốc đmội  H.22d. Các dường dòng là các vòng Iròn. 


thời điểm 1. 


5 Phép lấy đạo hàm toàn phần 


5.1. Y nghĩa vật lý của một biến thiên toàn phần 
Ta hãy xét chuyển động rơi của một người nhảy dù (H.23) có vận tốc 
thẳng đứng không đổi 0 =ué; với 0< 0 trong bảu khí quyển mà nhiệt độ 
không đổi, nhưng lại phụ thuộc độ cao theo định luật : 

T() =Tụ + với <0 


Như vậy, tồn tại một erađiên nhiệt độ prad 7= ——¿; = đẽ;. 


dz 


Giả sử người nhảy dù muốn nphiên cứu các độ biến thiên nhiệt độ 


di,a s NA” t ` ^⁄ . + Ki ` 
Tra =“ nà người ấy "nhìn thấy” trong thời gian rơi của mình. 
df 


Phương pháp 1 
Giả sử người nhảy dù tới đất lúc /¿, nên độ cao của người ấy lúc nhảy 
Zpa ) được cho bởi : 

“pur¿ = UỰ —fo)với 0 <0. 


Vì chỉ thị của nhiệt kế là tức thời, nên nhiệt kế sẽ chỉ rõ nhiệt độ : 


Thara =Tọ + Œ“para = Tạ + đU — fg). 
' đữyar, 
Như vậy, ta được ———— =ơU >(). 


§ Phương pháp 2 
Trong thời pian đ/, neười nhảy dù đã dịch chuyển được đZ = 0i mà ta 
còn có thể viết d4 =0di. Độ biến thiên nhiệt độ tương ứng được xác 
định bởi d7 ạ = S ng mà ta cũng có thể việt d7= prad 7. dX. 

ds 


na 
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TẠ S 

| \ 

- nhiệt kế 
0i 


H.23. Vgười nháy dì ngÌHÊH cứu sự 
biến dối của nhiệt độ trong thời gian 
roi của mình (giá thiết là nhiệt kế 
Cho HIHỆt độ tức thời † 


para 


lôn tại Ớ 


độ cao của Hgười nháy đủ). 


Đặt dZ = udr, nghĩa là dƒ=0dr, do đó đan ST 0Á, hay 


đT, 


para 


=Ủ grad 7 di. 


đTpara 


Ta còn nhận được =œu. Hệ thức này cũng có thể được viết 


dT, 


para 


=U.gradT. 
dr = 
Độ biến thiên này biểu diễn độ biến thiên cục bộ của nhiệt độ "được nhìn 


thấy" bởi người nhảy dù mà ta coi như một hạt. Nó mang tên biến thiên 


toàn phần hay đạo hàm toàn phân của nhiệt độ được ký hiệu _ để 
f 
.. tây Ẩ ¬..... ốT : 
khỏi nhầm lẫn với đạo hàm riêng phần đối với thời gian : nh (đại lượng 
f 
triệt tiêu trong trường hợp ta quan tâm) hay đạo hàm riêng phân đối với 


độ cao z : = (đại lượng bằng z trong trường hợp này). 
# 


Thành thử một người nhảy dù, khi cầm trong tay một nhiệt kế và quan sát 


: ¬ mã „- Dữ 
nhiệt độ biến đổi theo thời gian, thực ra là đo đạo hàm toàn phần Bề 
f 


Trong ví dụ xét trên (thì nhiệt độ là dừng nhưng không đều), người nhảy 
` : : ˆ DT .—— 
dù quan sát một độ biến thiên (gọi là biến thiên đối lưu) TT. =U. grad T 
í 


Nếu người đó có thể làm ngừng sự rơi của mình, thì anh ta sẽ quan sát 
thấy, ở chế độ không dừng, một sự biến đổi cục bộ về nhiệt độ : 
D7 


T ; b 
——= ci của nhiệt độ tại điểm mà anh ta dừng lại. 
D:( ôi 


Trong trường hợp tổng quát, ta có : CC, S tưng T. 
Di. ôi ôt 


5.2. Ý nghĩa vật lý của một biến thiên toàn phần 
đối với một chất lưu 

Ví dụ trên đây cho phép hiểu rõ khái niệm về phép lấy đạo hàm toàn phần. 
Ta hãy tưởng tượng một người (H.24) "ngôi trên" một hạt chất lưu: các độ 
biến thiên của các đại lượng mà anh ta đo được là các độ biến thiên toàn 
phần. Đối với hạt chất lưu này, thì các phép lấy đạo hàm của một đại lượng 
DỚŒ 


= : D 
vô hướng g (hay đại lượng vectơ Œ ) được ký hiệu là = „ hay n 
í f 
Như vậy đạo hàm toàn phần của một hàm vô hướng g sẽ có dạng : 
Dg _ g(M +4M, + d0) — g(M,0) 
Dứ dứ 


với dM = 0(M, f)df 


Và với hàm vectơ Ở cũng như thế : 
DG _ G(M+d1M, + d0 - G(M, f) 
Dứ dứ 


với dM =ú(M, Ðdt. 


người này đang làm 
các phép đo cục bộ 
vẻ hạt mà mình 
đang ngôi trên đó 


hạt 
chất lưu 


ÚCM, L) 


H.24. Sự làm nổi bật khái niệm biến 
thiên toàn phân hay đạo hàm toàn 
phân. 


Clưú Ý - 
Giá thứ ki đo dòng cháy của một chất lưu, ta thú được các kết quá xau : 
2 


D? ¿A : x `... 
: 0 hay KiÊn Ú, Điều này có Ý nghĩa Vật lí gì 2 
1 ĩ f : ` : 


Khi td đỉ theo một hụt chất luu thì khối lượng riêng o của hụt đó không biến 
đối theo thời gian. Vậy hạt chất lưu này có khối lượng không dối (theo định 
nghĩa), thế tích cứa nó cũng không biến đối theo thời gian. Và như vậy áp 
guất P tác dụng lên hạt chất lưu cang không biến đối theo thời gian. 


5.3. Phép lấy đạo hàm toàn phần của một đại 
lượng vô hướng g 
Trong sự mô tả động học các dòne chảy, ta đã đi từ khái niệm [¿apranee 
đến khái niệm I¿uler, thiên về trường các vận tốc của chất lưu. Tà thử tìm 
cách biểu thị sự lấy đạo hàm toàn phân của một đại lượng vô hướng. 
Tà biết rằng 0Œ, 0auy¿y = VQŠŒ), f) an. trong đó /Œ) biểu diễn qũy 
đạo của hạt đi qua Ä⁄ƒ lúc (. Vậy, ở thời điểm (, ta có : 
F =Ñ\) =OM. 

Ta hãy xét một đại lượng vô hướng 6Œ, /) (viết theo hình thức luận I:uler), 
với ø có thể biểu diễn khối lượng riêng ø, áp suất P,.... và tìm cách tính : 

le 

Di, 
Tronp thời pian ở, hạt di chuyển từ điểm 4ƒ (X, Y, Z) đến điểm 
MỸ(X + dX, VY + dY, Z + d2) với dX=evd(, dŸ =ovdi và đZ=⁄df, 
neha là dÄ/ = 0d. Đại lượng ø biến thiên "]g“ sao cho : 


^ 
^ 


Dg =“SJvy+ “Say + J2 2 =di : 


ỒX Ôy Ôz ỔI 
: Ồg Ổp Ôg lần : chiết 1a € 61/28 cá 
do đó ; Dý =| CTUy +——~Uy +——U; +—— |d(, tường ứng với một phép lấy 
CV €Y TS đc ẲI 


đạo hàm toàn phần. 


Đạo hàm toàn phần của một đại lượng vô hướng ø bằng : 


Dự Ôự làn ô 5y Ôp _. : ẨÌ . há Bàx: 
SI= ° Uy sở +Uy _ ' Ko 1. +U.prad g = _ ö ad Ìz. 
DL ôi " ỔY ôy ®% ôi lê) ) 


Đạo hàm toàn phần này được phân tích thành : 


* ö.prad là đạo hàm đối lưu, nó biểu thị tính chất không đều của ø ; 


° T là đạo hàm riêng, nó biểu thị tính chất thay đổi của ø. 
(€Ì 


- Thành thử ta có thể viết đạo hàm toàn phần của khối lượng riêng như sau : 


Do Ô ¬— 
—“ ==E=+.,prad Đ- 
Di Ôi 
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5.4. Phép lấy đạo hàm toàn phần của một đại 
lượng vectơ G 


Ta piữ nguyên các ký hiệu như trên, và xét một đại lượng vectơ GŒ.t) 
(theo hình thức luận Euler). ví dụ Ớ có thể biểu diễn vận LỐc 0(F,f). 

Ta viết Ở dưới dạng : Ở =Ơ¿£y +, +G-c:, Các VeCUO se +i6vaex là 
các vectơ đơn vị cố định (hệ tọa độ Descartes trực chuẩn) của hệ quy 
chiếu mà ta đang làm việc trong đó. Các vectơ đơn vị này đều bất biến 
theo thời gian. 


`. DG DØ,, DỚ,  DG. 

Vậy, đạo hàm toàn phần của Œ có dạng T==— đv+ T20 == 5 

Dự Di ˆ Dị - Di 

n = Ú.grad ƠỚy + : _— ( và các hệ thức tương đương 
f c† 


Ẻ. 


Nhưng ta biết rằng 


đối với các tọa độ của Ở theo e¿ và é. là: Ơyvà Ớ.), nhờ đó ta được : 


NT 1. SƠ. : 
L2 ï Ề —+0.0radŒ, lẻ, "Í —+0.prad Ớ, k + chế +U.pradỞ. lở., 
D L v" ` bài bệ 


lâu là) 


^ 


ết 


-_„.DG (ê .—Ì»-. am... an 
nghĩa là : ĐC _ÍÊ +ö an Ởvểy + ——+0„grad Giá, +|Ê võ ad |2, 
D \ế }”” Xã SỬ" là An D NA DU 


DG (ê _ -: 
vậy thì: ——= Ệ: 0ạnÄ (Giá 4Ó eo 'RỘ ca )à: 18/7 


Di Òf 
^ ` 
DƠ ê Ồ lội ề : - : 
=Ì —†+tyr=—†+ty—+†U; (Ởvốy tỚyZ, +Ớ.£.). 
Di äf£  đx “y TY) - # sệ " 


Để giữ lại một hệ thức vectơ, ta đưa vào toán tử (0.grad) , mà biểu thức ký 
hiệu trong tọa độ Descartes có dạng: 


= A À 
Ề ` li C lôi 
(U.prad) = y —~ + Ủy — +. — 
` Ấy y Ty 


Đạo hàm toàn phân của một đại lượng vectơ G được xác định bởi : 
DG (ô. —Ì; 
= l§ + sarad]ö D 
ðf 
Đạo hàm toàn phần này còn được phân tích thành : 
*0.prad là đạo hàm đối lưu, nó biểu thị tính chất không đều của G ; 


ô R 3 : n ví caï 
° a là đạo hàm riêng phần, nó biểu thị tính chất không ồn định của G. 


Chú ý - 
® Như vậy, trong tọa độ Descartex, biếu thúc khai triển có dạng : 
DỚ, |eỚy |, ÊỚy „ €Ớy „ ÊỚy 
SN; X : ke 
=6 89, £S 
D ỐI Ồy êy Êz 
DỚ, |€G, SƠ, ẻGŒ,, &G,, 
TU HH ng 
Di lên ậc y ồ 
DG, |ôG. | âG.  ág. ó6, 
= 0 BmEin2: sen: 
Dư ếĩ & J êy êy 


Trong các hệ tọa độ khác với các tọa độ Descartes, biểu thức 


DG 


- jï  .. S4 
=| ~+t0grad |Ớ tần còn hiệu lục, và có dạng (H. 25) trong + 
Đi C† 
D€G ê là la ê ì vê . : 
* tọa độ trụ : =l'= +®Ÿ;C- to S= +? /l(G2-ECHE0/ + cz} 
Dị Ềt ổr ra ~@) 
x> “ĐÓ “lữ, Ø„ túi sẽ... Á ên b 
® tọa độ câu : =| ~†+Ut,;—*'ụ tủy ———— |(GŒ% +4) tên) 
X \tữ Êr rœ rsinÐ ấp : 


và đừng quên rằng chính các vectơ ở„, ái và Ép đều có thể lấy đạo hàm 


được đối với các biến số không gian. 


5.2. Áp dụng : gia tốc của một hạt 


Bây giờ ta tÌm cách biểu thị gia tốc của một hạt chất lỏng xuất phát từ 
trường Euler các vận tốc. Theo định nghĩa, thì đây là độ biến thiên vận 
tốc của hạt này khi ta đi theo nó ; và như vậy đây là đạo hàm toàn phần 
„Ö DU +. Do 0(M+dM,r+dr)—0(M, tr) 
đa =——. nghĩa là : = 

Di Dĩ di 


của vận tốc : với 


dM = 0(M.r)dt. 
Ta phải có (điều mà ta sẽ kiểm nghiệm trong các áp dụng khác nhau và 
các bài tập) : 
= DZ(M, f)Euieạ Bá d ÿ(RUÏExedjb = dVụ) 
Di áĩ dự - 


Áp dụng công thức lấy đạo hàm toàn phần của một đại lượng vectơ cho 
vận tốc của một hạt chất iưu, thì ta được : 


.- Du Ø@ - Ti 
đè” +(00 00h: 
Dị. Ôi 


Xuất phát từ trường Euler các vận tốc, ta sẽ có được gia tốc của một 
hạt chất lưu bằng cách tính đạo hàm toàn phần của ö : 


D =—=. 
đ=——=——+(0.prađ)U. 
Eh L4 


D._—— ôÔ : 
Ta ký hiệu nh = ĐIEIRGP LÒ, là đạo hàm toàn phần này. Nó được 
phân tích thành : 
* 0.perad là đạo hàm đối lưu, nó biểu thị tính chất không đều của vận tốc ; 
ô F „ ° : 
° âi là đạo hàm riêng, nó biểu thị tính chất không ổn định của vận 


tốc này. 


Chú ý là (0.grad)0 = grad = +roL0A (xem phụ lục). 


28. 


H.25. Các hệ trục được sử dựng. 


a. Các tfoq độ trụ. 
b. Các tọa độ cầu. 


Để Hiểu rõ số hạng đối lưu, ta lấy ví dụ về một phênh sông. 
Ta đặt mình ở chế độ dừng : vận tốc của chất lỏng tại mỗi điểm của dòng 
sông đều eiữ nguyên một giá trị Không đổi theo thời pian : ỦŒ, !)= 0). 


^ 


lợi 


Vận tốc không phụ thuộc rõ ràng vào thời pian, vậy số hạng gia tốc ở — 


Of 


bằng không . 


Các đường dòne lúc đó sẽ đồng nhất với các quỹ đạo của các hạt (H.26a). 
PHẾ SÔNnĐ có mặt GP nhỏ +iểH ở ngang ĐỤC của điểm TY GIÚP trực H26, Ống dẫn có một chỗ hẹp lại : 
CÀ, ta thấy vận tỐc Ụ 8 lớn hơn vận tốc ở A. Một hạt chất lỏng, đi từ A chất long ở chế độ ổn dịnh dược tăng 
đến 7. sẽ thấy vận tốc của nó tăng lên : nhự vậy, nhất thiết hạt đã tăn9 — ức, 

tốc, tuy rằng trường vận tốc của chất lỏng không phụ thuộc rõ ràng vào 

thời pian. Ở chế độ dừng, gia tốc là thuần đối lưu, nphĩa là được gắn với 


chuyển động hay sự đối lưu của chất lỏng. ` ` : 
Ỷ lấy 0ï đu: : z dường chất lỏng bạn dâu 


hú ý: Ề., : 
Chữ ÿ- li ¡1 N - đường dòng 
4 : xui Xế) Say % n N “h†1+ 
Trên hình 26b, ta đa vẽ xự biến đổi của một đường chất lóng : đường này NIÊN G 
Ty Tag DỊ Di ọn bế TIƯNG “...ẽs .. chon, Tô ONNgẽ==—= 
bị biến dụng mạnh, nhưng trường các vận tốc ở mặt cất lại gân như dều. Hết ". —nN 
”———+ J- á) lIỂ Da : 
l 
fEIEINIIRE 
1"... 
xã đg Ề Z trường các vận tốc 
ki. Í TH đường chất lỏng 


H.26b. Sự biến đổi các dường chất 
lóng của mỘI chất nuóc khi có chỗ 
hợp lại. 


Zfp dụng 2 


Đòng chảy trong một nhị diện vuông ® Công trong hình thúc luận Lapranwe 
Giá xử có đồng cháy hai chiêu (\em áp dụng 7) Các quỹ đạo của dòng chảy này được xác định bởi : 
_ội trường các vận tốc, được xác dịnh trong X=X g”XL. sgày /W si VỆ c}#". 
miền X> và y> 0 là 0(M,) (—KkY, ky) — .. 
trong một hộ quy chiếu (Ú;, Y, 3). la tính vận tốc V() (hình thức luận lapranse) : 
Hay vác dịnh gia tốc của một hạt chất lông. Vy()= g = TT) MÔ =-kX() 
l đi 
dy : 
VIUE- 5 +kYuc*“ =+kY) 
: Í 
® Công trong hình thúc luận Euler và pia lỐC đ : 
Tạ có: dW,0) d(kX;c“” : 
dốc TU coi: 0á. củi Áo Nụ VỆ) 
Duy (2â ,„ ấ â di di 
dy Br kt—+#y T kX=k 4 đE0)°.. duy #8 
I ỔI (DI lô : 
| dụ M z (kh }~g2yy¿*M =#“Y() 
DU, â â di di 
dụ ——= KY—+ky tky =k“y 
ID 


Như vậy ta thụ được đúng cùng những kết quả 
như nhau đối với : 
do đó: đ=# OM. # =ÑU)= XUÖJễ, +Y)6y 
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Chú ý rằne một sự tính toán có hệ thống gia tốc của một hạt chất lưu mà 
sử dụng phép lấy đạo hàm toàn phần, thì đôi khi là vô ích, nhất là trone 
tọa độ trụ, điều mà ta có thể thấy trong ví dụ sau đây. 
Giả sử phải tính gia tốc của một hạt chất lưu đối với một dòng chảy phẳng 
của chất lưu mà trường các vận tốc trong hình thức luận l:uler được xác 
định bởi : 

D(Ƒ, [)= UỨ, ()ð). 


Dùng phép lấy đạo hàm toàn phần ta được : 
Ồ lồ 


"..... m í ô 
d =| — +Ữ, 0).prad |UỨ, tiếu =| — + UỰ, f)—- 
LỚI } ỐI rẻ 


ì 


bự. L)êu 


5 2 
QUÙ, f)... S U(Œ,1) Ô .— CUỢ,I). UỨ,!H), 
=~ ớ su = ~Ở — l 
\ Ụ # 5 lu âf lu Ệ h 


= 


Ơ{ 
Chú Ý: 
Các biến xố không gian và thời gian là các biến độc lập, nên không cân 
phái dùng đến phép lấV đạo hàm theo thời gian của các vecltØ đơn Vị 6, 


và đ . 


® Các đường dòng và các qũy đạo đều là các vòng tròn (0, =0). Trên 
một qũy đạo bán kính & = r (R độc lập với thời sian), thì vận tốc 
lapransee của hạt ở Äƒ được xác định bởi V(#Œ),t) = V(Ñ, Đó; R = ct). 
Vận tốc này phụ thuộc rõ rằng vào thời gian, nên gia tốc của hạt được xác 
định bởi : 


-_ dV(@W 0 đdV@,¡). V1). 
(j= = dụ — Œy › 
đi đi ⁄ 
là biểu thức cổ điển của gia tốc được tính toán theo hình thức luận 
[„aeranee. liểu thức này hoàn toàn đồng nhất với : 


» 

QUỮ,1)... UỨ,H).. 

đq=————f—————ứŒ,. 
G{ r 


- Để tập luyện : bài tập 3, 4, 7 và 8. 
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ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


I Thang đo kích cỡ hạt chất lưu là thang trung mô, trung gian giữa các thang vi mô và vĩ 
mô. Nó cho phép kết hợp với hạt này các đại lượng vĩ mô để mô tả chất lưu như một môi 
trường liên tục. 


mã CÁCH MÔ TẢ CHẤT LƯU CỦA LAGRANGE 


Chuyển động của chất lưu được mô tả hoàn toàn nếu biết các quỹ đạo R¡(f) của từng hạt 


: . : "..— đÑ() ... „ x.. 
chất lưu. Vận tốc của các hạt này được xác dịnh bởi V(K;(0),f) = ¬ ) với #;(f) là vị trí 


ở thời điểm / của hạt mà ban dâu hạt ở #;(0) lúc £ = 0. 
Các vận tốc này, kết hợp với các hạt chất lưu, chỉ phụ thuộc rõ ràng vào thời gian và các 


tọa độ ban đầu của hạt, nghĩa là chỉ phụ thuộc vào Rứ). 


= CÁCH MÔ TẢ CHẤT LƯU CỦA EULER 

Chuyển động của chất lưu được mô tả hoàn toàn nếu biết các vận tốc của các hạt chất lưu 
đi qua một điểm ⁄ cho trước trong không gian ở thời điểm /: 0ø(M, £). 

s Các tọa độ không gian và thời gian là các biến số độc lập. 

* Hình thức luận này dược sử dụng để mô tả sự biến đổi của các đại lượng đặc trưng khác 
của chất lưu theo thời gian như áp suất P(M, f), nhiệt độ 7(_M, £) của nó, v.v... 


» Quan điểm Euler mô tả trạng thái của chất lưu đang chuyển động bằng cách kết hợp các 
trường với chất lưu như : trường vận tốc, trường áp suất, trường nhiệt độ ... 


* Khi mô tả chuyển động của một chất lưu theo hình thức luận Euler, thì tôn tại một biến số 
đánh đấu (hay mô tả) trạng thái (chuyển động) của chất lưu, và một biến số cho phép một 
sự định vị Euler của diểm Ä⁄ 


= KẾT LUẬN 

« Cùng một vận tốc có hai cách thể hiện : öŒ, £) = V(#Œ), £). 

s Trong hình thức luận Euler, ta có : 0M, £) hay öŒ, £) với  =OMM. 

dẤ0) 
di 


* Trong hình thức luận Lagrange thì : V() = = V(#Œ), £) ; hạt được khảo sát là hạt 


có quỹ đạo ở #Œ) =OA1 ở thời điểm í. 


 DÒNG CHẢY CỦA MỘT CHẤT LỎNG 

® Dòng chảy của một chất lỏng được đặc trưng bởi : 

¬ các quỹ đạo của các hạt : quỹ đạo của một hạt được tạo thành bởi tập hợp các điểm trong 
không gian mà hạt chiếm giữ theo thời gian ; 

— các đường dòng : ở íạ cho trước, đường dòng là một đường cong mà vectơ vận tốc tiếp 
tuyến với nó tại mọi điểm ; 

— Các đường phát xạ : ở /ạ¿ cho trước, đường phát xạ được tạo thành bởi tập hợp các điểm 


trong không gian bị chiếm bởi các hạt trước đây đã đi qua một điểm 4 cho trước. 
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* Phương trình vi phân nghiệm đúng quỹ đạo các hạt chất lưu có dạng : 
4X : dy ` dZ củ, 
Wy(XŒ),YƯ),Z0)20)— Yy(Xứ), YŒứ), 2Œ), £) — VY,(XƯỮ), VU), 2Œ), 0) 


Hằng số tích phân cho phép ta nhận biết hạt di qua 7 ở thời điểm í. 
* Ta có thể đặc trưng dòng chảy của một chất lưu bằng việc xác định các dường dòng (là 
dường trường của trường các vận tốc Euler của các hạt chất lưu) ở thời diểm íạ, mà 
phương trình vi phân có dạng : 

dr dy đz 


Uy(X,},Z/fg) - Dy(X,W,Z,fg) - U;-(X,Y,2Z,fg) 


* Một dòng chảy dừng 0(7) phải sao cho trường các vận tốc của chất lưu không phụ thuộc 
rõ ràng vào thời gian. Khi đó có sự đồng nhất giữa các quỹ đạo, các dường đòng và các 
đường phát xạ. 


# PHÉP LẤY ĐẠO HÀM TOÀN PHẦN 
se Phép lấy đạo hàm toàn phần của một hàm vô hướng g£ có dạng 


Dự _ g(Mf +đMF,t+dý)— g(M : 
C2464 0224. 1N 2/EBẺ,1 la lử, và cũng tương tự với một hàm vectơ  Ơ 


D/ đd 
DG_ G(Mf+d1M t)—Œ(M, t Ất vụ | 
ny £ AÁ ĐÀM, _ l6 4002) S2, với dÄƒ =0(M, £)df trong cả hai trường hợp. 


® Dạo hàm toàn phần của một đại lượng vô hướng được cho bởi : 


Dg ôg _. : 8 _.. : 
=——+.grad g =| —+0. grad |g. 
D ôi CC OUẾ lý xà } 


Đạo hàm toàn phần của một đại lượng vectơ G được cho bởi : 
".n... 
——=| ~-+U.grad |Ớ. 
Dứ ôt 

Các đạo hàm toàn phần này được phân tích thành : 


“ ö.grad là đạo hàm đối lưu, nó biểu thị tính chất không đều của đại lượng ; 
ô ñ : F » 
° mm là đạo hàm riêng, nó biểu thị tính chất không ổn định của đại lượng. 


* Xuất phát từ trường vận tốc Euler, ta nhận được gia tốc của một hạt chất lưu bằng cách 
tính đạo hàm toàn phần của ö ; 
Ö D0 ÔôU0 /. - sa. 
đ=T—=——+(0.grad]ö. 
D( ôi 
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di Tập 
ẤP DUNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


1: Trường các vận tốc và gia tốc 

trong hình thức luận Euler 
1) Hãy viết theo hình thức luận Euler trường các vận 
tốc của một chất lưu chảy ra từ một ống có dạng một 
phần tư vòng tròn bán kính ® với các đặc trưng như 
Sau : 
*® vận tốc của một hạt là trực xuyên tâm ; 
® các vận tốc của các hạt, ở thời điểm ¿, đều giống 
nhau về độ lớn. 
Mặt thoáng của chất lưu trong ống được định vị bởi 
góc ơ0). 
2) Hãy tính gia tốc của một hạt chất lưu. 


x 


Ø. Trường Euler các vận tốc của một chất 
lỏng trong một ống hình chữ U 

Hãy viết biểu thức của 
trường các vận tốc của 
một chất lỏng trong ống 
chữ Ủ, biết rằng vận tốc 
giống hệt nhau về độ lớn, 
ở thời điểm ¿, đối với mọi 
hạt chất lỏng. 

Mặt thoáng của chất 
lỏng ở nhánh phải ống 
chữ được định vị bởi 
độ cao z() của nó. 


3“ Nghiên cứu trường các vận tốc 
trong hình thức luận Euler 


Giả sử có một dòng chảy được xác định theo hình 
thức luận Lagrange dưới dạng : 


Xứ) = Xạ(+b¡) với b không đổi 
Œ)=Wạ. 


Hãy xác định gia tốc của một hạt, trực tiếp và bằng 
cách dùng hình thức luận Euler. 


đ‹ Đường dòng và quỹ đạo 
Giả sử một trường vận tốc, với trục (Óz) thẳng đứng 


Uy =Họ 
Ùy = -§í + tạ. 


và hướng lên cao, được xác định bởi 0 


Hãy xác định các quỹ đạo, các đường dòng và đường 
phát xạ xuất phát từ điểm (0, 0). 


VẬN DUNG VỐN KIẾN THỨC 


` ** Trường các vận tốc trong một nhị diện 
Cho một hệ quy chiếu Z(0' ; x; y', z) chuyển động 
tịnh tiến với vận tốc Vọ = Vpểy đối với hệ quy chiếu 
Z?(0 ; x, y, z ). Trong Z?' có thể có một dòng chất 
lỏng chảy trong nhị diện vuông (Ô ; x, y) (các vách 
(Óxz) và (Óy) lúc đó trở thành di động đốt với hệ 
quy chiếu ⁄) được mô tả bởi trường vận tốc : 


øl^-,¬¬;:01; 
+ + 


Hãy xác định trong Z phương trình : 

* của quỹ đạo hạt đi qua Mfạ(xo.yo) lúc íạ; 

* của đường dòng đi qua Mo(+xg. yạ) lúc rg; 

* của đường phát xạ đi qua M⁄ọ(xo,yọ) lúc rọ. 


ó: Tính sức điện động cảm ứng 
Một khung dây có dạng hình vuông cạnh a chuyển 
động tịnh tiến với vận tốc Vọ = Vẻ, , trực ø1ao với 
mặt phẳng của nó, trong một miễn có từ trường. 

B= Bạ cos(kx œ1), . 
Hãy xác định sức điện động cảm ứng e trong 
khung. 


“⁄ Dòng chảy giữa hai hình trụ 

Đồng chảy của một chất lỏng siữa hai hình trụ đồng 
tâm, bán kính #¡ và Ñs, quay xung quanh trục 
chune của chúng với các vận tốc sóc (2¡ và £2›, có 


mẽ .ẽẻẽ. tk... 
thể được mô tả bởi trường các vận tốc 0 =| Arst lu 
r£ 


1) Xác định các hằng số A và bằng cách viết tính 
liên tục của các vận tốc của chất lỏng và của các 
hình trụ ở Ñ và K&s, 

2) Hãy bình chú trường hợp 2 = @Ø›. 


3) Hãy xác định øïa tốc của một hạt chất lỏng. 


Ế* Tính gia tốc của một hạt chất lỏng 


Người ta khảo sát dòng chảy của một chất lỏng 
oiữa vô cực và mặt phẳng v = 0 được kích thích 
một chuyển động dao động dạng X = ở sin @í, 


Người ta để xuất một trường vận tốc của chất lỏng 
dạng : 


Ú(\,Y.) = de #Y os(vpf = ÂM, = ĐỤY, Đểy, 


Hãy xác định eïa tốc của một hạt chất lỏng. 


| chất lỏng 


hs VÚC 32322, 
DMIAJ 2021) 


ca & 
Ị ` 


h— HH 


tphẩng đao động 


LữI GIẢI 


1 1) Xeười ta xác định vị tr điềm XÍ tronn hệ tọa độ cực (ẻy e¿}., 
TâI cá các hạt đêu có củng một vận tóc về độ lớn, bàng Re). 


Vận tốc ULM .t)„ tron hình thức lận Pinler. dược xác định bởi hệ 
thức xau dây - 
0UM.L)= Rửư( lẻ. 


Chú ý: 

Ở đây cần thiết phái dùng hai ký hiệu œ và Ø (hát: hái hệ tọa độ). vì 
đi) biên thị mức chất long và Ö lì dộ cáo của điểm M. Sự phụ thuộc 
của 0LM.L)- vào các tọa độ không sim được thể Hiện bởi time eian 
ở và vào tọa độ thời nam được thê hiện bởi trủne 0n ở(t). ad) 

là tọa độ. xác định vị trí mức chất lỏng vì Ø1à tọa độ Eauler. 
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)_ Biết tầng 0(A1= 0(T,D)= ÑŒ( lở. nên gia tốc của hụt được 
cho bơi : 
áUf.0)= ữ()dy — Rứ” (Đế, 


và rảnh tính toán phải dược thực hiện trone hình thức luận tauler 


hãy Laenumue, 


= 


¿LM.L) trone hình thức luận tiuler được chủ bơ biêu thức : 


ĐCM,L) = š(UJT. 


Tí xác định vị tí điểm VÌ bánh hoành độ cong x. Vận tôc 


các tọa độ 


: Ạc 
cho phép | 
xác định RE v v mã 
VỆ UOHỘ ZE¬-t- zÚ) Œ biểu diễn 
điểm M chiều dần của 
s=0-- -+0 đoạn chất lông) 
W.=z ©ec củ = £f) 
—~ các tọa độ 
cho phép 
lú; xác định mốc 
..” của chất lỏng 


Chủ ý: 

Cầu thiết phái dùng hái hệ tọa độ. vìz biểu diễn mức chất lùng vàs là 
độ cao của điệm À1, 

Sự phụ thuộc của 0LM.1)- vào các tọa độ khôue elam được thê hiệu 
bởi trung eiám T., và sự phụ thuộc vào thời sim dược thê hiện hơi 
trung em Z(1). 


HT `" ".... 
3 Vận tóc của một hạt được cho bơi V(N( 0) = VỤ) in 
úí 
đo đó: 
Ũ dX(). dư k ` điÁ nh 
Vự)= Ấy = AuBey v nghi là V(NU),L)= Aghèy, 
dí 
Tin TNỊ XU). m.... 6... 
Biệt rắng V{(RŒ)1 Kš nh p0 ._ Hiên biêu thức của vận tộc tụ 
+ 


x 


hình thức luận [uler có dạng - 0L.) = bẻ, . Trường" các vận 


I+bi 
tốc là không dừng. G1 tốc cửa một hạt bàng khôn, vì VU). 
không phụ thuộc thời eM. 


Sự tính tuần nửa tộc trone hình thức luận làHet cho tả: 


{ xb { xh | 

€ : li š ¬ 

Cà! 2U I+hí Âu l+ht xF 2t]; 

đf)=E HỘ NI b \ : lNN vh Số vi ẻU 
ỒI CN CÍ |+ht/j CA (l+h (I+bt 
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quẺ đạo là các (đường cũng có phương trình 


dX d⁄ : : : 
=————=l. nghữa hà X(()=uut + Ă(, tả 
ty  —HE+Vụ 
[s3 ' "¬ 
⁄1s ——@t" + vàf + Z4. nga kì các đường parah0n, 
: _ Ệ 
ĐA, nuớA  . : và 0X dZ 
® Cức dường dòng là các đường cong có phường trình —— =——————., 
lộ —KE+Yo 
¬ `. ..“as...ẽ.... 
nghữi là các dường thăng có độ đốc T—~=—=——— tthờiiễm. 
dã tụ, 


* Dường phát xạ không có thành ekine, nghĩa là phương trình cửa nó 


vấn V nguyên ở mọi thời điểm. Vú được câu thành từ dường pnahon 


xuất phát từ điểm (0. 0). 


Trên đồ thị dưới đây, người tạ làm thây rò đồng thời các qũy dạo và 
các đường dòng ở các thời điềm khác nhàn (s >tị). 


các quỹ đạo š 
bi \ đường dòng 
đường dòng ứf =f- ——— ởi=in 


Ð Tạ thụ được trường các vận tốc trone -2 bàng cách cộng các 
vận tốc : 


0M =0QM),„+0,CM) nghĩa là Ö =D + Vụế, 


(VỚI X=x và „ =9 '+WÁt), do đó: 


.ỨA y—Vj 
Ú ¬—==.') 


\/4 l8 
® Quỹ đạo 


Tái nhận dược quý dạo bàng phép lây tích phần các phương trình ví 
phán : 
dx x .. dự 


——=— 1đ -—==Ù\j— 


d7 đi T 


y— Vụi 


vớt các điều kiện ban đâu xiu)= xu, và vy)= ya. Phương trình 
thánn xô hóa của quê dạo ph tìm là : 
In tủ 


x=xụe €Ủ và ý =Äúf#+(Yu =Mtn}e 


Khử t trone hai phương trình. ta được quỷ đạo y =ÑA): 
Í-š Vụ — Vạf 
y =Mf¿+Vjrin| — |+xu,“———",. 
Ấụ X 
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Quý dạo dược biêu diễn bởi dường cong dưới đây: quy dạo có thê 
dược làm thầy rõ. đôi với một hạt “được đánh dâu" trên bức ảnh chụp 
với thời nian lộ sáng rất đài. 


Ạ 


Mỹ 


PT —: 
*® Đường dòng 


Tạ nhận được dường dòng bàng phép lây tích phân. ở thời điệm tụ. 
phường trình ví phân 


dx — dy 


x yWfu+Mz- 
nghĩa là: XUy — M(y + 7)) = đe = Xj(ys — Vy +7), 


Đây là phương trình của một hipehon (nó không tiếp tuyến với vách 

đỉ động !) Dường dòng dĩ qua: Äf,, lúc tạ. dược biểu điều bởi dường 

cong dưới đây : ta có thể làm thấy rò đường dòng tiên một ảnh chụp 

lúc tụ. với thời gian lộ xắng rất ngăn. Lúc đó, các hạt đã được đánh 

dấu để lạ trên kính ảnh các vết veclơ tý lỆ với vectơ vận tốc tức thỏi 

của chúng. và dịnh hướng theo vận tốc này : lúc đó. cần phi đựme 
Ậ 


một đường tiếp tuyển với các vectơ này xuât phát từ X1. 


x} 


* Đường phát xạ 

Đường phát xự đặc trưng. ở một thời điểm L cho tước. tuàn bộ các lạt 
đã di qua điểm MI, ở các thời điểm trước đấy. hư vậy. ta có được 
dường phát xạ ở thời điểm 1. bằng cách khử tạ trone hai phương trình 
(l) và (2) là các phương trình biểu diễn gũy đạo của mọi lụt đi qua 
Xí, với tạ như một than SỐ. 


` D\ xi nà 
Phương trình (1) cho ty =t—rln 3 . ga la : 


Âu j 


.... x Ì|X 
Vụ.prad @+| vụ — Mụf + WạrÌn niỆ 
Xu, JJ X 


Phương trình này biểu diễn. ở thời điểm 4. phương trình y= g(A) của 
dường phát xạ. 

Ta nhận thấy rằng nó chỉ có giá trị đối vớt x > xạ . Phần đường cone 
tương ứng với x< xạ. có thể được eụi là “đường hấp thụ" : nó biểu 
diễn tập hợp các hạt sẽ dĩ qua điểm À4, ở một thời ĐIẢM sau đối với \ 
tiểu (lường phát xạ không thăng táng. 

Đường phát xạ đòi hội tường ứng với lúc tạ. Như vậy, phương trình 


của nó là : 


2= V , V V | À ì *ụ 

X= Yufu +] Yạ — YuUy È Y7 HE — |——- 
Xạ)}x 

Nó được biêu diện trên đường conp dưới đây và một nguồn các chất 


đánh dấu nhuộm màu đặt tại Mạ. có thể được làm thấy rÕ bằng mội 


ảnh chụp lúc tụ. với thời gian lộ sáng ngăn. 


Việc loại bo ba sự mô phòng trên chứng t0 răng cả ba đường cong di 
qua cùne một điêm M,. tất cả dêu tiếp tuyến với nhau tại điệm này : 


vậy Ø thời điêm tạ chỉ có một vận tốc duy nhất ở Mỹ 1 


ky 


"“ 


Lư 
s 
>- quý đạo 
-“ 


đường dòng 
=«‹ 


,~ đường phát xạ 


“———Öõ 
—_SỏSS—__Ố 


6 Thông lượng của 1 dĩ qua khung được xác định theo : 


@(x,)= Đụ COS(ÄX — (0) = @ COS(KX — (@V). 


"`. ..ẽ.. u Dụ HT vỎ 
sức điện động cam ứng trong khung được cho Bởi e= — Hới „nha là : 
Di 


D "` ví : 
°= —a.E “ham + Min KX ~ 0X)— @@SIN( KV — 6X) 
í ẲI 


=(M\Ê — (@)@g SN &X — @f). 


Tạ nhận Xét một cách rất loeic là nêu khunp đỉ chuyên với cùng một 


vận tốc như trường, thì sức diện động cảm ứng sẽ triệt tiêu. 


0 Khi vất AR + _ đói đã #6 sÐyKy tu 


® 


được : 


_ @;Ñ3 - €2/KỆ 


_ (2¡—2))Ñÿ R 
K$ - Ñị 


A ` 
lộ =Rị 


và H 


2) Nếu (2)=;. 0=(2A7, thì ta có một chuyên độne quay 
“toàn bộ” của chất lòng tựa như chuyên động quay của một vật tăn. 


^ 


- Ề ” KH : ——-- + lm TT Vu, ` 
3) le công thức (U.pfad)U = grad = +T0LUAU_ Xem phụ 


tục), thì ta được : 


: ` B\. 
=—— lao e +24, ^|A+Ìu 
Di 2dr , " r 


2 


.. 8À. Ôi VU TAN 
HỆ ca 6,3 Ar+E jã == làn man G7; 
“) Ỹ r F 


Tà lại tìn thấy eia tốc của một chuyển động tròn đều : thật vậy. các 
dường dòng, do vậy các quỹ đạo, đều là các vòng trùn bán kính r 
Theo quan niệm Laeranee, thì R(I) = r= cte và vận tốc Lapraiipe biểu 
hiệu đưới dạng V = = u(r)ếạ, nghĩa là độc lập với thời gian. 


le: Ta 


_ l +. Ã ¿  ....ẽ. 
U(X, ÿ,[) = a0 C08( 60). SN, - nghi bì vận tốc của chât lòng, ở 
( 


nhận thấy rằng dối với y = 0 thì 


y=0. thì bằng vận tốc của mặt phãnh dao động. 


DỤ. -ÖGU _ Ô0(y,).. “  rệ : 
—— =('.pfad)U +——= n = =0“ 0 ` šÏN(cof = ky)€y, 
Di là. đí Í 


Gia tốc có tính chất thuận túy cục bộ. vì các dườue dòng là những 
dường thăng cộng tuyên với trục (Ox) : hơn nữa vận tốc khôue phụ 
thuộc vào biên số x, 
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SỰ BẢO TÂN 
KHÔI LƯỢNG 


* 

Mớỡ dâ 
Trong điện từ học, chúng ta đã từng gặp phương 
trình bảo toàn điện tích - 


div(7)+ = với j = Ø„Ö, cũng như phương trình 
ở 


bảo toàn năng lượng (trong một miền không có 

dòng điện) : 

FEFAB 
Họ 


s ⁄) sỹ 
div(Š)+ z =Ú với $= 
lới 


là vectơ Poynting, E là điện trường, B là từ trường 
3 
N | 2 l B Ñ ^ ^  x/ * v 
Và I„—= 2 cuÈ +——— là mật độ thế tích của năng 
Họ 


lượng điện từ. 


Ta dự tính sẽ tìm được một phương trình có cùng bản 
chất như thế đối với phương trình bảo toàn khối 
lượng dưới dạng tích phân và dưới dạng vì phân. 
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Mục TIÊU 
§ Cách thiết lập cân bằne khối lượng. 


M Các phương trình bảo toàn khối lượng 
dạng tích phân và vi phân. 


IỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Hình thức luận I¿uler. 
8 Phép lấy đạo hàm toàn phần. 


Phép tính thông lượng của một vectơ. 


Á Lưu lượng khối 


1.1. Định nghĩa 


Tủ lấy một mặt có định hướng Š cố định trong hệ quy chiếu nghiên cứu. 
Gọi ôm là khối lượng nguyên tố đi qua mặt Š này rong thời gian ðt, 
Theo định nghĩa. thì khối lượng ðm này bằng ồn = DuyŠt, trong đó Dị, 
biểu diễn lưu lượng khối của chất lỏng đi qua mặt này, 

cờ : #Í 
được biểu thị ra Kg.s. 


Do vậy lưu lượng khối Ð,„, 


Ta hãy xác định đại lượng ĐÔ, 


này. 
Các hạt chất lỏng đi qua một phần tử diện tích dÿ=d$W (W là pháp 
tuyến với phần tử diện tích này) có tâm ở Ø, trong thời gian ði. đều được 
chứa trong một hình trụ có đáy d$, đường sinh song song với ©7240) và 
chiều dài ð? = £(P.r)ðr. và như vậy có thể tích (1) bằng : 

dt =0). dSŠt = 2(P.t).Ñ dSồt, 


Điều này tương ứng với một khối lượng p(?,/)dr = pCP.0)£GP.0).dSöt, 
vậy là tương ứng với một lưu lượng khối nguyên tổ : 


d2, = p(P.0)00P,0.dŠ= p(P.0)20921).NdS. 


„MỊ 


Lưu lượng khối đi qua một mặt Š hừu hạn có định hướng (kín hay không) 
được xác định bởi tổng các lưu lượng nguyên tố này, và ta thú được (H.2): 


Dạ, = lÏ Đ(P.D¿UP.r). dŠ = l[ p(P.)£(P.r).NdS. 


mặt S 
Không kin 


mặt Š 
không Kín 


lưu lượng theo định nghĩa sẽ là dương nếu chất lỏng chảy theo chiều của 


Đồng + p(P.0)¿(P.r).NdS : 


N hay: 
mặt S 


kín 
đây là lưu lượng khối (đại số) đi ra, pháp tuyến ' được định hướng ra 
phía ngoài mặt kín Š (H.3). 
Ta nhấn mạnh sự piếng nhau của định nghĩa này với định nghĩa về mật độ 
dòng điện j= Đ¿ đi qua một mặt có định hướng bằng cách định nghĩa 


vectd /(P.0)= p(P.0)¿(P,.t) là mật độ thể tích của dòng khối lượng. 


Lưu lượng khối di qua S có giá trị D„=  [ƒ_ j(P,0.NdS, 


mặt S 
không kín 


Lưu lượng khối đi ra (dại số) có giá trị D„„ = $ 7(P,Ð.NdS với 


mặt S 
kín 


/(P,Ð) = p(P,f)0(P,0) là mật dộ thể tích của dòng khối lượng. 
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H.I. Cóc hại dị qua dŠ đếu ở trong 
hình trụ. 


X— mặt $ không kín 
H.2. Các biếu thức thai gia vào lu 
lượng khối đt qua một mặt S không 
khép kín. 


mặt Š khép kín, 
pháp tuyến của nó hướng 
từ trong ra phía ngoài, , 


H.3. Các biếu thức tham gia vào lưn 
tượng khởi dĩ ra khói mặt kín, 


1.2. Nguồn và giếng 

Tại một số điểm hay miền nào đó của một dòng chảy chất lỏng. đôi khi tồn 
tại các sự hiện ra khối lượng (các nguôn) hay mật đi khối lượng (các giếng). 
Các sự xuất hiện hay biến mất khối lượng đều được đặc trưng bởi một lưu 
lượng khối j, nuuàn (thường dược xác định theo phường pháp đại SỐ) : các 
phần tử điểm hay dài (đôi khi là các phần tử thể tích) cúng cấp một khối 
lượng Đụ, ngunŠf trong thời gian ði. 

Ví đụ về nguồn và giếng : 

Khi làm đây (và tháo cạn) một bể chứa bằng hai ống dẫn. thì ta có thể mô 
hình hóa tình huống này với một nguồn điểm và mội giếng điểm (H.4). 
Ta hãy thỏa thuận với nhàu chỉ tên các phần tử này bằng thuật ngữ 
“nguồn” : như vậy, chúng sẽ được đặc trưng bởi các lưu lượng khối (đại 
»ố) dương hay âm. 

Thường các nguồn này có thể được biểu diễn nhờ một thông lượng khối 
đi qua một mặt Š Kích thước nhỏ. Thành thử trong trường hợp trên. lưu 
lượng khối có thể được biểu thị như sau : Ø„= pS>, khi chất lỏng có 
khối lượng riêng p đi qua mặt Š với vận tốc ¿. 


1.3. Mặt kiểm tra, mặt chứa các hạt chất lỏng 


1.3.1. Mặt kiểm tra - Thể tích kiểm tra 

Một uất &im tra là một mặt cố định trong hệ quy chiếu nghiên cứu 
(/S): đây là điều mà tạ đã xét trong các tính toán trước đây, 

Mặt kiểm tra này giới hạn một thể tích kiểm tra. Ta đã thấy rằng tồn tại 
các lưu lượng thể tích và lưu lượng khối khác không (trone trường hợp 
tổng quái) đi qua mặt này. 


1.3.2. Mặt chứa các hạt chất lỏng - Thể tích chứa các hạt 
chất lỏng 

Định nghĩa 

Mặt chứa các hạt chất lóng là một mặt mà trên đó được sắp xếp liên tục các 
hạt chất lỏng. [Do vậy các điểm của mặt này sẽ dịch chuyển VỚI cùng mội 
vận tốc như chất lòng. Ta nói : mặt được "kéo theo” bởi chất lòng (H6). 
Mặt chứa các hạt chất lỏng này giới hạn một thể tích các hạt chất lỏng. 
Hệ quả 

Mặt này tuy được kéo theo với cùng một vận tốc như chất lỏng . 
không hẻ có bất kì một. sự chuyển vật chất nào đi qua mặt đó. Khối lượng 


nhưng 


&f ở trong thể tích chứa các hạt chất lỏng này (giới hạn bởi mặt chứa các 
hạt chất lỏng) do vậy sẽ bất biến theo thời gián, điều mà ta có thể viết 
sẽ ĐÀM 
dưới dạng ——=0. 
Dị 
Phép lấy đạo hàm toàn phần của một tích phân theo thể tích 
Gia sử ta phải tính toán đại lượng sau đây : 


¡An 
với 6= — JÏƒ 
0t 


thẻ tich 
chứa các hạt chất lỏng 


Như vậy, nếu ø (M, 0) = p (M, ?) (Khối lượng riêng), thì đại lượng Ở biểu 
diện khối lượng chất lỏng nằm trong thể tích chứa các hạt chất lỏng (viết 
gọn : thể tích các hạt chất lỏng). 


gLMF.1)dt 
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tại điểm này tôn tại một 
giếng điểm dược đặc trưng 
bởi một lưu lượng khối "di 
ra” /3› (âm) 


tại điểm này tồn tại mội 

nguồn điểm được đặc trưng 

bởi một lưu lượng khối “đi vào” 
(dương) 

H.4. Ví dụ tệ nguồn điểm và giếng 


điểm ; sụt làm dây DỊ và sự tháo 
cựu 3s một Để chúa một khối long 


chất long nào do nhờ hai ống dân, 


mặt kiểm tra 


H.5. Chết long dị onad mặt KIÕM tra cố 


định trong hệ quv chiếu nghiên cứu. 


mặt chứa các hạt chất lông 


ở thời điểm f + õ ñLM.tồt 
M 


`. „—?(P,tỗt 
mặt chứa các hạt chất lỏng 


ở thời điểm 

H.6. Sự vận động của một mặt chúa 
các hạt chất lóng - mặt được "kéo 
theo” bới chát lóng. Khối lượng M 
của chất lóng, dược giói hạn bói mặt 
dang chuyến động này, là bất biến 
theo thời giam. 


San 42630: 11? Điệp" ` 
Theo định nghĩa, đạo hàm toàn phần của Ớ, ký hiệu ) , được biếu thị 


Dị 
thể tích các hạt chất lỏng 


thể tích các hạt chất lỏng 
“„ lúc ¡+ð¡ lúc 


Dĩ ỗf 


là : 


g(Mf,¡+Šr)dt — ø(Mf.r)dt 


Khi sử dụng các miễn khác nhau được thể hiện trên #⁄h 7, ta có thể viết : 


mịn JJRB0 ST JỤ Xên” lung: 


ŠM BIẾN ŠU 
"X ồi 
hay 
¬ JEHHDE" le H Ï [[£+:-s+- ÍÍ- (M.1)dt 
Ị ŠW Š, 
ồi 
nghĩa là : 
NHI lệ PL ði r+| ' |ÏŸ‹ Ml,r+ðt)dxt — lÍ g(M r)d 
ĐÓ bi M ti ồM› 
_D_ ỗf 


Khi dùng phần tử thể tích được quét bởi phần tử diện tích d$ (H.8), ta 


sẽ được : 


DG _ JÏÏ 520010 0G) đ8t net An, 
Di Òr 
; 


$ 


` ;_ ĐƠ _„ : `. ) t/ 2 
Đạo hàm toàn phân mm của đại lượng Ớ là tông của hai số hạng : 
í 


» độ biến thiên cục bộ Í| =. : 


V 
s độ biến thiên đối lưu fJ g(P,06(P,t).ÑđS ; 
đ 


như vậy fa được : 


“ ml nh 


1+ f g(P.00(P,t).NdS. 
s 
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thể tích chứa 
các hạt chất lỏng 
V(† + ðt) 

ở thời điểm + ö/ 


thể tích 
chứa các hạt chất lỏng 

Vứ) ở thời điểm ¡ 

H.7. Khi dịch chuyển thế tích chúa 
các hạt chất lóng, ta đã làm nổi bật 


ba miễn giữ các vai trò khác nhau. 


thể tích các hạt chất lỏng 
V(+ồr) 
ở thời điểm 7 + ðt ẹN 


Đ(P,Ð 


ø(P,t)ỗt 


thể tích 

các hạt chất lỏng 

VớŒ) ở thời điểm / 

H.8. Phần tứ thế tích dt bằng : 
dt =/(P.0).AdS 


—dŠ 


Ví dụ - 

Nếu ta lấy g = l, thì lúc đó đại lượng G biếu diễn thể tích chứa các hạt 
¿ DV l 

chất lỏng V. Đại lượng => khi đó sẽ bằng - 


DV 
v. ={ÿ70,.Ñus = JJe= 
M 


(bằng cách dùng định lí OSTROGRADSKI) 
Nếu div(0) =0, thì thể tích chứa các hạt chất lỏng không biến đổi. Khối 
lượng của thể tích chúa các hạt chất lông sẽ bất biến, khối lượng riêng 


2 ẻ  .s D 
cũng bất biến, và đây là điều mà ta đã biểu thị dưới dạng " (đặc trưng 
f 


của một dòng chảy không thế nén được). 


Ta sẽ trở lại phép lấy đạo hàm toàn phần này trong chương 6. 


Cân bằng khối lượng : phương trình 
bảo toàn dạng tích phân 


2.1. Phương trình tổng quát trong một môi trường 
không có nguồn 

Ta hãy xét một thể tích V cố định (thể tích kiểm tra) trong không gian choán 
bởi chất lỏng, bị giới hạn bởi một mặt kín Š cố định (mặt kiểm tra) trong hệ 
quy chiếu nghiên cứu (H.9), pháp tuyến ý định hướng ra phía ngoài. 

Giả sử là không tôn tại bất kì một nguôn (khối lượng) nào trong thế tích này. 


Khối lượng chất lỏng m(7) chứa trong thể tích V này ở mọi thời điểm r có dạng : 


m(f) = lÍÏ p(M.?)dr. 


thể tích V 

Đó là phần chất lỏng liên tục đi vào và đi ra khỏi thể tích V này trong khi 
đi qua mặt kiểm tra cố định giới hạn nó : do vậy khối lượng m() phụ 
thuộc thời gian. 
Độ biến thiên khối lượng ôz trong thời gian õ/ của chất lỏng ở 
trong thể tích kiểm tra V cố định. 
Đối với một thể tích nguyên tố đt, chứa khối lượng đm =p (M, Đdr, thì độ 

> : hố f 
biến thiên õ(đm) trong thời gian õ¿ sẽ là ỗ (dư) = ¬ Lá ÁN ỗr. 
Chú ý - 
Điều chủ yếu phải hiểu đúng, là ở đây ta không theo dõi một hại, mà bằng 


cách để "mắt dán vào" thể tích nguyên tố dt cố định, bao quanh điểm M cố 


định, thì ta quan sát được độ biến thiên khối lượng theo thời gian trong đó. 
Như vậy, độ biến thiên khối lượng trên đơn vị thể tích ở đây chính là độ biến 
thiên cục bộ mà ta kết hợp vào đó phép lấy đạo hàm riêng theo theo gian. 
Khối lượng tổng cộng m(?) của chất lỏng ở trong thể tích V đã biến đổi 
trong thời gian õ một lượng : 


sm>  [[[_ #02Óg 


thể tích V cố định 


mặt § 
H.9. Mặt S kín (và cố định) giới hạn 
một thể tích V cố định. Pháp tuyến 
được định hướng ra phía ngoài. 


MÑ Khối lượng ôn» đi vào thể tích V trong thời gian ð/ qua mặt S cố 
định giới hạn nó. 
Sự tăng khối lượng này tương ứng với khối lượng chất lỏng đã đi qua mặt 
kiểm tra Š từ ngoài vào trong, trong thời gian ð¿, nghĩa là : 

ð/n= 


‡ 


mặt S Kín, 
cố định giới hạn V 


Hh đĩ r: aÖƒ- 


Nó được biểu thị dưới dạng : 


H.10. Sự cán bằng khối lượng kết họp 
với một thế tích kiếm tra V cố định. 


ö/=— 0(P,f)0(P.D).NdSồr. 


Nhờ đó. ta được phương trình bảo toàn khối lượng dạng tích phàn : 


HỆ Xu, 


thể tích W mặt kín cố định. 
cế định giới hạn V 


p(P.0)6(P.p).dS=0., 


với d§= MdŠ và ý hướng ra ngoài mặt kín. 


Sự cân bằng trong quá trình biến đổi khối lượng chứa trong một thể 
tích V cố định không nguồn (H.10) được thể hiện bởi phương trình 


: : í 
bảo toàn khối lượng đạng tích phân lÏÏ — = 


thể tích V 


mặt Š kín cố định, 
giới hạn V 


—Đặy ai ra ' 


nghĩa là : 


lÍÏÍ “=“ ng Đàn 


thể tích V 
cố định 


p(P,£)0(P.Đ.NdS =0. 


Không tôn tại bất kỳ một nguồn nào ở trong thể tích này. 


⁄°p dụng TÍ 


Sự bảo toàn lưu lượng khối 


DĐ,ứ) 
Đ„()= p¿00,1)2n rh =p————2frh = 
2nr 


phÐ,0). 
Giả sử có một dòng cháy chất lòng không thế 
Lưu lượng khối này độc lập với bán kính z của 
luận Euler được xác định trong tọa độ trụ bởi : hình trụ : như vậy. các lưu lượng khối đi qua hai 

B )+ hình trụ (H.12) bán kính z và z' (chiều cao #) là 
T—€r- giống nhau. 


nén được mà trường các vận tốc trong hình thức 


0(r.Ð r)= 
, 2nr 


Khối lượng chất lỏng ở giữa hai hình trụ này 
không biến đổi theo thời gian : điều này liên 
quan đến tính không thể nén được của chất lỏng 
(p=cte). 


Hãy tính lưu luong khối Dụy(1) đi qua một hình trụ 
có irục (Óz), bán kính r và chiều cao h. Kết luận. 


Ở một thời điểm ¡ cho trước, thông lượng 


p2(M.¿) đi qua một hình trụ có trục (Óz), bán 


kính z và chiều cao  (H.11) được xác định bởi : 
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Kết luận này sẽ được khái quát hóa trong các tiết 
tiếp theo. 


z hình trụ bán kính z 
và chiều cao ? 


pzữứ,!)ẻ, 
H.12. Khối lượng chất lóng ở giữa hai hình trụ bán 


H.11. Thông lượng ra của vectơ mật độ thể tích của : Cà va Ề Ta ÊP _. 
§. ĐH đc Hà kính r và r' (Chiều cao h) không biến đổi theo thời 


dòng khối lượng puŒ,l)€, đi qua hình trụ kín này 
bằng p2m rhưt, f). Phần đóng góp của các mặt đáy 
hình trụ bằng không, vì Đ(M,t) vuông góc với 
Ñ=e., pháp tuyến với các mặt này. 


gian (p = cfe) ; vậy, các lưu lượng khối đi qua hai 
hình trụ này giống như nhau. 


)- Để tập luyện: bài tập 3 và 4 


2.2. Phương trình tổng quát trong một môi trường 
có nguồn 

Nếu tồn tại các nguồn (ở trong thể tích kiểm tra V) đặc trưng bởi một lưu 
lượng khối đại số Ð„„ ngun thì độ tăng khối lượng ồm của thể tích V 
tương ứng với khối lượng chất lỏng đã đi qua mặt kín Š từ ngoài vào 
trong, trong thời gian ö/ (nghĩa là özm =~D¿¿ g¡ra Šf ) lại được tăng 
thêm một lượng Š# = a nguên Ồf. 


Vậy , độ tăng đó được biểu thị theo : 


ôm =— ‡ p(P,0)0(P,t).NdSồ + Địn, nguồn ỒÍ - 
mặt S kín cố định, 
giới hạn Ÿ 


Nhờ vậy, ta được một phương trình bảo toàn khối lượng dạng tích phân: 


Ỉ Ỉ I TnN Ủy + độ p(P,Ðö(P,t).ÑdŠ = Dạy, nguên 


thể tích V mặt Š kín 
giới hạnV 


với dđS= Nd$ và Ñ hướng ra phía ngoài mặt kín. 


Sự cân bằng trong quá trình biến đổi khối lượng chứa trong một thể 
tích cố định V (thể tích kiếm tra), chứa các nguồn, được thể hiện bởi 
phương trình bảo toàn khối lượng dạng tích phân : 


Ta Đ xe, 
llÍ = — Đm, đi ra + Đự„ „nguồn › nghĩa là : 


thể tích V 
_. £) 
ƒ [[ *® 9° v* † p(P,Ð0(P,Ð.ÑdS = Dự nguận - 
thể tích V mặt S kín 


giới hạn V 
Dmnguòn là lưu lượng khối (đại số) của các nguồn ở trong thể tích V, 


được xác định theo phương pháp đại số. 


⁄°ụ dụng 2 


Nghiên cứu một nguồn ll 


Cho một dòng chảy chất lóng không thế nén 
được mà trường các Vận tốc, theo hình thức luận 


Iuler, được vác định trong tọa độ trụ bởi : # : 
ì H.l3a. Các /ựu lượng 
_— Ủ¿0) 


h 5 chối (ải r4) qua các mặ 
ứ,9,1)= c Kết lên ta) qua các ĐH 

27r 3 và 3" đều như nhau (tôn 
tại HỘI nguôn ớ 0) 


Chứng mình rằng tôn tại một nguôn trên trực (O3). 
Tình hình sẽ khônp như thế đối với các mặt 
không bao quanh trục (2š), thành thử (H.I3b) 
lưu lượng khối đi qua mặt Ð bằng không, trong 
Đị„0) = oc(,0,0)3xrhh = p 20) 2zrh=plhl2¿(). khí lưu lượng khối qua mặt ` lại bằng 
237zr D 
độc lập với bán kính z của hình trụ (chiều cao #1). 
Biết rằng chất lỏng là không thể nén được, như 
vậy, có nehfa là tổn tại một nguồn có lưu lượng 
Khối Địa, nguên(f) = Ø/,(), ở trên trục (2). 


Ta đã thấy rằng, trong đ? đnñg 1, dòng chảy này 
được đặc trưng bởi một lưu lượng khối : 


mụ nguồn + 


H.13b. /% lượng khối 
(di ra) qua mặt 3` bằng 
không, trong khí lưu 
lượng khối qua mặt 2ˆ lại 
bằng lưu lượng khối của 
nguồn ớ tại 0. 


Vì chất lỏng là không thể nén được, nên các lưu 
lượne khối, đi qua mọi mặt kín (H.13u) bao quanh 
trục (Óz), đêu như nhau. Thật vậy, khối lượng chất 
lỏng ở siữa các mặt này không biến đổi theo thời 
ian, và trong không sian này không có nguồn. 


2.3. Trường hợp một chế độ dừng : sự bảo toàn 
lưu lượng khối 
Ở chế độ không đổi độc lập với thời pian (hay chế độ đừng), ta có 


Ồ `» N * ^ 
se) (Tp không phụ thuộc rõ ràng vào thời gian) : Ø2 (M). Vậy phương 


¬ 


trình bảo toàn khôi lượng có dạng Địy, gira — m, nguồn - 


Có sự bảo toàn lưu lượng khối : mọi thứ đi vào trone thể tích V (hay từ đó 
đi ra) phải đi qua một mặt cố định piới hạn thể tích đó. 

2.4. Trường hợp một chất lỏng không thể nén 
được : sự bảo toàn lưu lượng khối 


=ì 


.. `. X 3 s s; C5 n 
Đối với một chất lỏnp không thể nén được, ta cũng có cc =0. Do vậy 
éI 
phương trình bảo toàn khối lượng luôn luôn có dạn? J2 qiưu = Địa, nguồn › 


vì các á đựng 1 và 2 đã chứng mình điều đó. Vậy ta có cùng các kết luận 
như sau : 

Đối với một chất lỏng đang ở dòng chảy dùng, hay có khối luựng riêng 
không đổi, thì lưu lượng khối Đ„ạ ạ„„ đi qua mặt S giới hạn thể tích V 


bằng lưu lung khối của các nguôn „ quuán ở trong thể tích đó. 
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Nếu không tồn tại bất kì một nguồn nào trong thể tích này 
( Dạ, nguôn = 0), thì lúc đó lưu lượng khối Đị q¡„ạ đi qua mặt S giới 


hạn thể tích đó sẽ bằng không : 


Đm, aira =Ú. 


ZÂp dụng 2 


Trường các vận tốc của một chất lỏng 
không thể nén được 
Hãy tìm dạng của trường vận tốc của một chất 
lỏng không thế nén được (có khối lượng riêng p) 
được phát ra với một lưu lượng khối D„, (phụ 
thuộc hay không phụ thuộc vào thời gian), bởi 
một nguồn dài có chiều cao h trùng với trục (Óz) 
(H.14), biết rằng các hạt chất lỏng được phái ra 
vuông góc với nguồn dạng chỉ, nghĩa là : 
0(Ƒ,t) = U,f)€„. 


Hãy tính gia tốc của một hạt chất lỏng. 


đự, tế. 
nguồn đạng chỉ 
chiêu cao h 

phát ra lưu lượng 
khối Ð„(?) 


H.14. Một nguân dạng chỉ chiều cao h trùng với trục 
(Oz) phát ra một chất lỏng với lưu lượng khối D„(). 


Chất lỏng là không thể nén được, và ở một thời 
điểm / cho trước, lưu lượng khối độc lập với việc 
chọn mặt kí bao quanh trục (Óz), mà qua đó 
toàn bộ chất lỏng chảy qua : lưu lượng khối đó 
bằng D„„(?). 

Vì vận tốc là xuyên tâm, nên ta hãy lấy mặt kín là 
một hình trụ có chiêu cao và bán kính r. Phần 
đóng góp vào lưu lượng khối của các mặt đáy hình 
trụ này bằng không : vận tốc 2(Ä,/) nằm trong 
mặt phẳng song song với mặt đáy (H.15). 

Như vậy lưu lượng khối sẽ giới hạn ở tích của 
p0Œ,f) với diện tích mặt bên 2h của hình trụ : 
thật vậy, vận tốc Ø(M,/) tại mọi điểm đêu vuông 
góc với mặt bên của hình trụ. 

Giả sử D„ứ) = p2nrhuŒ,£), thì ta được : 


` D : 
D(,p)~ CHữ) Tà 
2nph r 


nguồn dạng chỉ 
chiểu cao b phát ra 
lưu lượng khối D„() 


hình trụ bán kính r 
và chiêu cao h 


H.15. Thông lượng ra cúa vectơ vận tốc pu(,Đẻ, đi 
qua hình trụ kín này bằng p2nrh tír,t). Phần đóng 
góp của các mặt đáy hình trụ bằng không, vì 0(M.!) 
vuông góc với N =ẻ, pháp tuyến với các mặt này. 
Ngay khi ta có một dòng chảy chất lỏng không 
thế nén được có tính đối xứng trụ, thì ta có thế 
viết (r # ÔÖ) : 

02Œ,t)= Tu 

r 

(duy nhất chỉ tôn tại một nguồn trùng với trục 
(Óz);r= 0). 
Gia tốc của một hạt chất lỏng bằng : 


T disas sa ; 
ĐẸ LØi\( r rẻ Ôr\ r ý 


[tœ) | =nÌ| 
J1 HA. nh 
L r r 
nghĩa là : 
Ðö _| Kứ) _ K?@)|_ 
Di L r r ` 
[„@ Ðậœ 1Ì, 
— He nan ixr {ạ 
|2mphr (2nph)” r 


2.5. Trường hợp một chất lỏng không thể nén 
được : sự bảo toàn lưu lượng thể tích 
Biết rằng ø là một hằng số, nên có thể xác định lưu lượng thể tích J2, theo: 


4n =pD,, nghĩa là 2, = ÍÌ 0(P,0)dŠ hay l).= {P ¿(P,)NdS. 


mặt S mặt S 
không kín kín 


Trong trường hợp một chất lỗng không thể nén được, thì sự bảo toàn lưu 


lượng khối sẽ kéo theo sự bảo toàn lưu lượng thể tích. 


- Để tập luyện : bài tập 1 và 2 


⁄°h dụng t 


Dòng chảy không dùng Vận tốc là xuyên tâm, nên ta tính thông lượng của 
có tính đối xứng cầu nó đi qua hình cầu bán kính z : biểu thức này giới 


Giá sử có mội bể chứa rộng mênh mông (các — Nạn ở tích của tự, 0) với mặt cầu điện tích 4Zr 

kích thước là vô hạn !) không có nguồn. Ở tâm — (vận tốc ¿(M,¡) tại mọi điểm đều vuông góc với 
) Ñ là 5 to ni 

Ó của nó tôn tại một hình cầu bán kính q() biến — mặt cầu này): DJ) = 4zr“0Ứ,f), nghĩa là : 


thiên theo thời gkưứi (HÌG). Các vận tốc của D.0) KỤ) 
chất lông giá. thiết là xuyên tâm, nghĩa là : Ủự,t)=——z-#, =——ứ. 
ữŒ 0 = nữ Để, Amr 
1) Tìm biếu thức củ h - đá F 
) Tìm biểu thức của 0(01). Biết rằng 2(0,f) =——, nên ta được : 

¬. "- `. đi 

2) Viết biếu thúc của trường các vận tốc của 
“ Nà: ` 

chất lông này ? : đứa (1). 

z : „. ˆ . U,I) Sa. T 
3) Tính gia tốc của một hạt chất lông. di rr 

z 


Chị Ý : 
Ngay khi ta gặp một dòng cháy chất lông không 
thể nén được có tính đối xứng câu, là ta có thế 


H.16.  Ngiiôn cứu c ng 
viết (ởr z0): 


IrHÒHU Các VẬN tốc 
của một chất lòng mà ÿ(#,1)= K(U 
tron lòng nó tổ tại r 

một hình câu Đán 
kính da (t) Điển thiên 
X theo thời gìam. 3) Gia tốc của một hạt chất lỏng bằng : 


Œ,. 


(tồn tại duy nhất một nsuồn điểm ở 0). 


L) Một hạt tiếp xúc với hình cầu bán kính 2()sẽ — pbụ 5Í cu dựxÈ0) ôÍ vú) là 
TT IESh eaSÀI c hue che ẽ 


`... da _. TS —IP =“ 
có vận tốc ——:£'(4,f)= ——Œ. DI lôi... N lă 
NU đi 
¬—— để lở : TH 2 VN. 
2) Chất lỏng là không thể nén được, nên vectdy ở ()d () D 24~()d() ca ()u (ÐÌ, 
vận tốc ZđŒ,f)=Œ,)ó„ có thông lượng bảo r? r? rả lu 


toàn, nphĩa là ở một thời điểm í cho trước, lưu 
lượng thể tích /2¿(} (do vậy thông lượng của — Tà thấy ráng khir = ở, thì đúng ta được : 
vectơ này) độc lập với việc chọn mặt kín bao Dở 


quanh Q mà toàn bộ chất lỗnp chảy qua đó. Tạ đ ()É 


46 


3 Cân bằng khối lượng : dạng vi phân 


3.1. Phương trình tổng quát 


Trước đây. ta đã thấy phương trình bảo toàn khối lượng rong một môi 
trường không nguồn có dạng : 


[[[ _—.. + p(P.nð(P.:).Ñd$ =0 
[ 


thể tích V mặt S kin 
giới hạn V 
trong đó W' là pháp tuyến với mặt kín được định hướng ra phía ngoài . 


Định lí OSTROGRADSKI (xem chương 8) cho phép ta biến đổi tích phân 
thứ hai và phương trình bảo toàn sẽ có dạng ; 


lÏ TH, dề(p(/)/0M0) =0 
T 


thể tích V 


Cho dù thể tích kiểm tra V cố định như thế nào thì đẳng thức trên vẫn 
được nghiệm đúng. Từ đó ta suy ra một hệ thức vì phân, nghĩa là một hệ 
thức được nghiệm đúng ở mọi điểm 4⁄ của chất lỏng : 


op(M.:) dp(M.I) 
ởï 


+ div(p(M.0)¿(M.r)) =0 hay +div/(M.i)=0. 


Phương trình vi phân bảo toàn khối lượng trong một môi trường 
không nguồn có dạng : 


9p(M,/) . M,t : 
—. +div(p(M,£))0(M,£)) = 0 hay — + diy 7(M,r) = 0 
“ 
ý : .. vã ậ : 
Phương trình bảo toàn khối lượng —=0= lÏ op(M.r) h +(Pp(P.000.0,AúS 
Hãy tìm lại phương trình vì phân bảo toàn khối Dr Ý ởr : 


lượng bằng cách thay thế đại lượng @(M, 0), 
trong biểu thức toán học về phép lấy đạo hàm -Í[I*£= +Np(MDfUMUD tt : 
toàn phần của mội tích phân theo thể tích (§3), ỏr 

bằng khối lượng riêng p(M,t) của chất lỏng. : 


Nếu p(M.r)= g(M.r), thì đại lượng Ở biểu diễn 
khối lượng chất lỏng của thể tích chứa các hạt 
(lỏng). Theo định nghĩa, khối lượng của thể tích 


Biểu thức này triệt tiêu cho dù chọn thể tích V 
như thế nào, Vậy, ta thu được phương trình vi 
phân bảo toàn khối lượng : 


¬ ¬..... _ „. DA/ 
chứa các hạt này là bất biến, nghĩa là =0; 9p(M.0) 
Ệ —————+div(p(M.r)¿(M.1))=0. 
do đó ta được : ởf 
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Chú ý : 
Các phương trình này, về hình thức, giống hệt các phương trình thu được 
trong điện từ học về sự báo toàn điện tích : 


ỏp.. - 
——+div /=Q0, 
di " 


trong đó p là mật độ điện tích khối và j là vectơ mật độ dòng thể tích. 
Ta còn có một dạng khác của phương trình vi phân bảo toàn khối lượng 
bằng cách khai triển div(pz) dưới dạng : 
div(pø)= pdiv ø + grad p.0 
v~ x d0 —— Dp ¬...... 
và biết rằng ” U.grad p BỊ (đạo hàm toàn phản), nên từ đó suy ra 
f íf 

phương trình vi phân bảo toàn khối lượng trong một môi trường không 
có nguồn. : 
Phương trình vỉ phân bảo toàn khối lượng trong một môi trường 
không nguồn được viết là : 

D = 

_y pdivø = 0. 

D/ 
Chú ý : 
Ta tự đặt câu hỏi sau : một chất lỏng có phải là không thể nén được nếu 
đối với một dòng chảy cho trước ta có đìv =0? 

¬- D 

Điều kiện div 0D =0 buộc Ã =0, nghĩa là cục bộ xung quanh một hạt 

f 
chất lỏng mà ta theo dõi qãy đạo của nó thì khối lượng riêng là không đối và 
ví dụ là bằng Dị. Nhưng chẳng có gì lại có thế cho ta biết được rằng liệu ở 
lân cận một hạt chất lòng khác thì khối lượng riêng cũng có cùng một giá trị 
pị (H.17) hay không ? Vậy chất lỏng không cân thiết là không thế nén 


được, tuy nhiên sau đây ta cũng sẽ nói tới dòng chày không thể nén được. 


3.2. Trường hợp chế độ dừng : 
bảo toàn lưu lượng khối 
Ở chế độ dừng (không đổi, độc lập với thời gian), thì _ =0. Như vậy ta 
f 


được div(p7)=0. 
Vả lại, ta biết rằng (xem chương 8) một trường vectơ có đive đồng nhất 
không cũng là trường vectơ có thông lượng bảo toàn, nghĩa là : 
div(pø)=Ö, từ đó # p7. d§ =0; 
S 
khi đó, ta lại tìm thấy sự bảo toàn lưu lượng khối D„„ ở chế độ dừng. 
Khi có một dòng chảy dừng (không đổi, độc lập với thời gian), không 
nguồn, thì lưu lượng khối D„y được bảo toàn. Vectơ mật độ dòng 
khối lượng /(M,0) có thông lượng bảo toàn : 
điv(7(M,0) =0 hay div(p(M,£0(M,£) =0. 


Đối với hạt chất lỏng này thì p = p¡ 
trong quá trình dịch chuyển của nó. 


các quỹ đạo 


C2 
C3 


Đối với hạt chất lỏng này thì p = p; 
trong quá trình dịch chuyển của nó. 
H.17. Đòng chảy không thể nén 
được : đạo hàm toàn phần của p 
triệt tiêu : 

DP _ọ 

Đi 


3.3. Trường hợp một chất lỏng không thể nén được : 

sự bảo toàn lưu lượng khối 
Đối với một chất lỏng không thể nén được, thì ø là một hằng số đặc trưnp 

23g Dự 
của chất lỏng và —Ằ 

Di 
Như vậy, ta được div 7 =0, nphTa là : 
div =0, do đó qous =Ú;: 
s 
lúc đó ta lại tìm thấy sự bảo toàn lưu lượng thể tích 2, đối với một chất 
lỏng Không thể nén được : 
Khi có một dòng chảy chất lỏng không thể nén được không nguồn, thì 
lưu lượng thể tích J2, được bảo toàn. 
Vectơ vận tốc ø(M,f) có thông lượng bảo toàn : 
div(0(M,£)) =0. 

Chú ý : 


Tiến tục phân nhận vét trước đây, ta có thế khẳng định rằng chỉ cần đòng 
cháy: không thế nén được là đủ để bảo đảm xự báo toàn của Ðy,. 


⁄1h dụng Ó 


Các dòng chảy không thể nén được K. D 
¿ Ẻ š : —Œ ({rz0).Ơr =0 (vậy là ở trên trục (Óz)) 
Chứng mình rằng các trường vận lốc sa đây 4 
nghiệm dúng điều kiện div(0(M,t))= Ú : tồn tại các nguồn (ve áp dụng 3). 


KŒ() 


a) 0(M,i)= ốy„ trong loa độ trụ ; 

b) Tọa độ cầu : 
Š KŒ). % ^ 
b) ñ(M,)= s6, trong tọa độ câu. divfi(M,D)= ] ô = K() =0 
lê r7 ồr r? 
a) Tọa độ trụ : Chi Ý : 
div0i(M,1))= aU TÓM ~0 Trường vectơ duy nhất dạng ƒ()¿. trcnp tọa độ 
YVƠPF , 

cầu, nghiệm đúng. div ở =0, phải có dạng =— ở 

Chú ý : r2 


(rz0).Ởr =0 (vậy là ở @) tồn tại một nguồn 
(xem áp dụng 4). 


Trường vectg duy nhất dạng /Œ)đ; tronp 


tọa độ trụ, nphiệm đúng ,div 2 =0), phải có dạng 
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3.4. Sự bảo toàn lưu lượng thể tích : 

đặc trưng của các đường sức trường 
Ta biết rằng đối với một chất lỏng không thể nén được, không nguồn, thì 
lưu lượng thể tích được bảo toàn, và như vậy thì vectơ ø có thông lượng 
bảo toàn (div 2 =0). 
Nhưng khi một vectơ có thông lượng bảo toàn, thì thông lượng của vectơ 
này đi qua mọi mặt dựa lên một ống trường đã cho lại là một số cố định. 


Khi các đường sức trường sít nhau, thì vectơ lại có môđun lớn hơn. H.18. Dòng chảy xung quanh một 
Sau đây ta sẽ xét một vài sơ đồ các đường sức của trường vận tốc để mình hình cẩu Ớ C_ và D, vận tốc bằng 
họa nhận xét trên. không. 


e Ví d„ | : Dòng chảy của một chất lỏng xung quanh một hình cầu bán 
kính a (H.18). 

Sơ đồ các đường dòng cho ta thấy rõ trường tại các điểm A điểm Ö ở lân 
cận hình cầu, mạnh hơn ở vô cùng về môđun. Điều này phù hợp với biểu 


thức của trường các vận tốc : 
a5 
tụ l l~ l cosô0 
rả 


: 
— Đọ [ + Sim 
3 
2r 


Môđun của trường là cực đại ở r= 4:0 =Št0 sinÐ8 với Ð -5 [hy 5] 


2= 


e© Ví dụ 2 : Dòng chảy của một chất lỏng xung quanh một hình trụ bán 
kính a đang quay (h.19 a và b). 

Sơ đồ các đường dòng cho ta thấy trường ở lân cận hình trụ tại 4 mạnh hơn 
tại B8 về mô đun. Điều này phù hợp với biểu thức của trường các vận tốc : 


—n| 1+ lo fc 2 (với C > 0) 
2nr 


r2 


H.19a. Dòng chảy xung quanh một hình trụ (C = 0). ỚC_ H.1%b. Dòng chảy xung quanh một hình trụ (C # 0). Ở C 
và D, vận tốc bằng không. và D, vận tốc bằng không. 


Ta hãy lưu ý đến vận tốc của chất lỗng trên mặt hình trụ (r= ø} : 


C 
tụ =~2to sin8 +———. 
2a 


ŒC 1 : 
mà= 2! +——., và với 9 =—, thì 
Nng 2T di m 


lo) 


Trong một dòng chảy có thông lượng vận tốc bảo toàn (div(0) = 0), 


. b ¬—..... 
Với Ð= Si thì vận tốc bằng 1 


~ 
Ko 

~ 
II 


€C #uyế 
~2tq +———. Ta có đúng 
2n 


thì các miền trong đó các đường dòng sít lại nhau là những miền có 
vận tốc ''được nâng cao", 


DIỀU CẦN GHI NHỚ 


# LƯU LƯỢNG KHỐI 
« Lưu lượng khối đi qua S có giá trị D„„ = | 7(P,Ð.ÑaS. 


mặt S 
không kín 


Lưu lượng khối đi ra (đại số) có giá trị D„ = † 70,Đ.ÑdS với j(P,Ð= p(P,ÐĐ8(P,Ð là 
mặt S 
kín 
mật độ thể tích của dòng khối lượng. 


° Đạo hàm toàn phần 


Đạo hàm toàn phần Tx của đại lượng G là tổng của : 


DG k dl + 2 ? {jsưmsưo..as 
S 


| s1 : 


ø CÂN BẰNG KHỐI LƯỢNG 


® Sự cân bằng trong quá trình biến đổi khối lượng chứa trong một thể tích cố định V không có 
nguồn, được thể hiện bởi phương trình bảo toàn khối lượng dạng tích phân 


| Í J =—Đm,¿¡ ra › nghĩa là : 


thể tích V 
JÏ — ức#£ J p(P,0)0(P,).NdS =0. 


thể tích V mặt Š kín 
cố định cố định, giới hạn V 


» Sự cân bằng trong quá trình biến đổi khối lượng chứa trong một thể tích cố định V (thể 
tích kiểm tra), có đựng nguồn, được thể hiện bởi phương trình bảo toàn khối lượng dạng 


tích phâ n: 
Tung Ủn +ÙÐ 
JII “+ —Đn, đira m, nguôn 


thể tích 


nghĩa là 


JÍÏ — + l pŒP,Ð0(P,tÐ).NdS = Dụn nguôn - 


thể tíchV mặt Š kín 
giới hạn V 


Đạn, nguồn : lưu lượng khối của các nguồn ở bên trong thể tích Ÿ được xác định theo phương 
pháp đại số 

° Ở chế độ dừng, cũng như đối với một chất lỏng không thể nén được, lưu lượng khối 
Đm, diya đi qua mặt SŠ giới hạn thể tích Ý bằng lưu lượng khối Dmn nguồn CỦa các nguồn ở 
trong thể tích đó. 

Nếu không tôn tại bất kì một nguồn nào trong thể tích này (D =t)), thì lúc đó lưu 
=4), 


m,nguôn 
lượng khối Dm ạr¿ đi qua mặt Š giới hạn thể tích đó sẽ bằng không : Ð 


m, đira 


® Phương trình bảo toàn khối lượng dạng vỉ phân trong một môi trường không nguồn được 
viết như sau : 


“PT” + điy(p(M,000M,9)<0 hay “TP tay J(M,0=0 


hay T:gi0äi 209 
Dứ 
* Khi có một dòng chảy dừng (không đổi, độc lập với thời gian), không nguồn, thì lưu lượng 
khối 2„„ được bảo toàn. Vectơ đòng khối lượng 7(M.0) có lưu thông bảo toàn : 
địv(7(M,£)) =0 hay div(p(M,0)00M,Ð)) =Ö. 


° Đối với một chất lỏng không thể nén được, không nguôn, thì lưu lượng thể tích được bảo 
toàn. Vectơ vận tốc ø(M,f) có thông lượng bảo toàn : 


div0(M,0)=0. 


* Trong một dòng chảy có thông lượng vận tốc bảo toàn (div(0) = 0), thỉ các miền mà các 
đường dòng trong đó sít lại nhau là các miền có vận tốc '*được nâng cao"", 


Tỷ 


“8, 


Đài tấp 


Ất DUNG TBU( TIẾP BÀI GIẢNG 


KỈ Dòng chảy chất lỏng không thể nén 

được trong một ống dẫn 
Cho một dòng chảy chất lỏng không thể nén được 
trong một ống đẫn có một chỗ thất lại. 
Tiết diện ngang giảm từ Š¡ về Š$+, Giả thiết vận tốc 
chất lông không đổi trên toàn tiết diện và bằng ¿2 ở 
mức của $;¡ và s ở mức của $2. 
Tìm hệ thức liên kết øị,12, 5¡ và 5; ? Kết luận. 


Mô tả các đường dòng. 


k2. Dòng chảy của một chất lỏng 
không thể nén được 
Giả sử có một dòng chảy chất lỏng không thể nén được 
đi qua một hình trụ tiết diện Š, có gắn một tấm phân 
cách chia tiết diện hình trụ thành hai phần bằng nhau. 
Khi vào hình trụ, các vận tốc chất lỏng là Vị và 1, 
còn khi ra khỏi hình trụ ở xa tấm phân cách, thì vận 
tốc chất lỏng là V. 
Hãy tính M: theo VỊ và V:. Khảo sát trường hợp đặc 
W 

biệt Vạ =—L, 

rL 72 ng 
Vẽ dáng đi của các đường dòng. 


ñ— 
k 
xạ. —” 


Ÿ› 
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VÄN DUNG VỐN KIẾN ThỨc 


3x Sự lan truyền của một mặt đầu sóng 
Có một đòng chảy chất lỏng ở vận tốc không đổi u 
trong một ống tiết diện Š giả thiết là không thể biến 
đạng được. 

Nhờ một khóa vòi, người ta làm ngừng đột ngột dòng 
chảy này : khi đó, xuất hiện một vùng gián đoạn áp 
suất và khối lượng riêng đi ngược trở lại trong ống. 
Hãy biểu thị các hệ thức bảo toàn khối lượng : 

a) khi ta ở trong hệ quy chiếu cố dịnh ; 

b) khi ta ở trong hệ quy chiếu gắn với vùng gián đoạn. 


chất lỏng dịch chuyển 


khóa vòi với vận tốc #:(p,) 


tiết diện $ Ì 


miền gián đoạn “đi ngược 
dòng chảy với vận tốc c” 
về phía phải 


trong miễn này 
chất lỏng đứng yên 
(pạ, ®) 


: Sự lan truyền của một sóng 


Người ta mô hình hóa một sóng theo cách sau đây : 
mặt đầu sóng tiến lên phía trước với vận tốc c. Chất 
lỏng không thể nén được, khi sóng tới tác động, sẽ có 
vận tốc w, còn khi sóng chưa tới thì đứng yên. Hãy 
viết phương trình bảo toàn khối lượng theo các cách 
khác nhau : 


a) trong hệ quy chiếu trên mặt đất ; 
b) trong hệ quy chiếu gắn với mặt đâu sóng. 


vận tốc mặt đầu sóng = c 
 <“—-—ẽ 


vận tốc chất lỏng triệt tiêu 


Ị 
| 
Ị 
I 
Ỉ 
Í 
Í 
J 
] 
Ì 


5xx Phương trình bảo toàn khối lượng 
trong một ống có tiết diện biến thiên 
Cho một dòng chảy chất lỏng có thể nén được. Tại 
một điểm có hoành độ x ở thời điểm ¿, chất lỗng có 
khối lượng riêng p (x, ?) và vận tốc 1(x,f) = H(x,P)£,. 


Dòng chảy này được thực hiện trong một ống có tiết 
diện S(x, 2 biến đổi chậm theo các tọa độ không gian 
và thời gian. 

Hãy nghiên cứu phương trình vi phân liên kết các đại 
lượng khác nhau này. 


tiết diện ống Séx, ?) vận tốc chất lỏng 


H = H(X,ểy 


Lửi 6IẢI 


⁄ Vì chất lỏng là không thể nén được, nên ta có sự bảo toàn các lưu 
lượng khối và lưu lượng thể tích : 

D,=SIn =5, và Dạ =p Dy = pSip = PS). 
Biết rằng Š› < Š|., la được 0y > 0\. 


Do vậy các đường dòng sẽ sít nhau trong Š; hơn là trong &. 


ki Vì chất lỏng là không thể nén được, nên ta có sự bảo toàn lưu 
lượng thể tích, do đó : 
V, 
SW _. =SVj gi l- Wengcixxe» 


: WM W 
Trong trường hợp V2 = P , thì ta được : Vì = mm : 


Người ta khảo sát các ống dòng sao cho thông lượng của véctơ vận 
tốc là một hằng số độc lập của ống dòng đã chọn và ta gọi ồ, là 
thông lượng này (là lưu lượng thể tích của ống dòng đã chọn). 


Nếu trong phần vận tốc VỊ, số ống dòng là Nị, còn N; là trong 
phân vận tốc V› và N là trong phần vận tốc Vạ, thì lúc đó ta có : 
$ $„ §W 36V, 


—=W=Nễy, —Wạ=—-*=N›õ, và §SWạ=~—*=Nàỗ,. 
2] lv 22 22 2v R) 4 1v 


nghĩa là N› - và Ñ = Ta nghiệm thấy Nụ + N› = Nà. 


Các hệ thức trên cho phép tìm thấy một dáng đi của các đường sức trường. 


vùng bị nhiễu loạn mà 
trong đó xuất hiện các lực nhớt. 


3 a) Tà tự đặt mình trong hệ quy chiếu cố định. Cho một mặt kín 
cố định bà tạo thành bởi mặt bên của ống dẫn và hai mặt Ê\ và 
E¿;.. Độ tăng khối lượng ồm (trong thời gian Š U), ở bên trong thể tích 
giới hạn bởi mặt kín này, bằng khối lượng đi vào qua mặt này trong 
cùng thời gian Š t như nhau. 


miễn gián đoạn lan truyền 
với vận tốc c 


Độ tăng khối lượng ở bên trong thể tích được viết : 
m=(p\- pạ)Š cễt 


Lưu lượng khối đi vào qua mặt >¡ có giá trị Đi vào = 


—piSU. 
Lưu lượng khối đi vào qua mặt 5z có giá trị Địa, gì vào =Ũ 
Biết rằng ỗ m=(Dmm, dị ào + Dạ, dào Š, 


ta thu được hệ thức 
(pị - pạ)6ỗ† =—piSuỗf, nghĩa là (p; — p4)€= pịu. 


‹* 


đè 


Dị /¿ dựt mình trong hệ quy chiều săn với miễn gián đoạn. Cho một mặt 


Kí có định được cầu tạo bởi mặt bên ông dẫn và hai mặt Ÿị và Xa. 


Dộ biến thiên Khôi lượng ở bên trone mặt kín này bằng không, 


Thật vậy, tại mọi điềm của Không gian, Khôi lượng nêng Không phụ 


thuộc rò ràng vào thời efian. Trong các điều Kiện này, lưu lượng khỏi 


đi qua mặt giới hạn thê tích này bằng Không. 


Trong miễn |, vận tộc của chất lòng băng c + ú về môdun, như vậy, 


lum lượng đĩ r4 qua mật X1 bằng D =-piS(c+0). 


1H. dÑ ra 


vận tộc chất long băn c về mô đụn, vậy nên lưu lượng 
băng Địn, dÌ ra 


Trong miện 3, 


đi ra gua 33 p›%c, 


Biết rần ð D 


7m, đi ra 


+ÐD 


bề, đưa =Ủ, ĐỀU t4 được ÐaS  = 


piStc+l, 
nghĩa là : 
D›C=pI(C+0), vất (pà TDỊ)C= pịu, 


miền gián đoạn đứng yên 


miễn 2 miền Ì 


m 
1 
Ñ 
1 
⁄ 
“iẾ, 


!0 x 
trong miền này 
chất lỏng dịch chuyển 
VỚI Vận tỐc © + 
vẻ phía trái 


trong miền này 

chất lỏng dịch chuyển 
với vận tốc © 

vẻ phía trái. 


ŠEa 


Vận tốc của mặt đầu sóng =e 


lúc 


L—DD mà 
ï = 
† 


Tạ dang ở trong hệ quy chiêu cô định săn với mặt đột, Cho một mặt Kúi cô 


định gồm mặt đất. hai mặt XỊ, Xà - Độ tăng khôi lượng 


3 tà mặt trên X: 
Š m (rong thời gián Š 1) Ơ bên trong thê tích giới hạn bởi mặt kí này 


bàng khôi lượng đĩ vào qua mặt đó trong cùng thời gim Š t như nhàu, 
Độ tăng khôi lượng ở hện trong thê tích được việt: Šm=pthị—hà)Lcỗt.. 
Lưu lượng khối đi vào qua >Ị có giá trí: 


D =phiu. 


im, vào 
Lưu lượng khối đi vào qua Š› 3 CÓ giá HỈ 


D =0 


M3, vào 
Lưu lượng khối đĩ vào qua Ýị có giá trị: 


D =0. 


03. vào 


Biết rằng ö m=(D +D +ÐD )Ốt, nên ta. được 


Im1. vào mà, vào TÐ Đm3, vào 


hệ thức : 


p(hi—í›)Lcồt= ph Luỗt , nghĩa là ; Chị — hị)c = hịu. 


b) Tứ đặt mình trong hỆ quy chiếu ăn với mặt đầu sóng. Cho một 

mặt kín cố định gồm mặt đất, hai mặt XỊ và Xà và mặt trên 

Độ hiến thiên khỏi lượng ở bên trong mặt kín này bằng không. Thậi 
vậy, tại mọi điềm trong không gian, khối lượng riêng không phụ 

thuộc tổ tàng vào thời gián. Trong các điều kiện này, lưu lượng khôi 

đi qua mặt giới hạn thẻ tích này triệt tiêu, 

Trone miễn 1. vận tốc chất lỏng bằng c — u VỀ môdun, niên lưu lượng 

địĩ ra quá mặt X) bằng Ỷ 


D =phL(e=u}. 


1Ì. ra 
vận tốc chất lỏng bằng c về môdun, nên lưu lượng đĩ ra 
qua mặt Sy băng : 


Trong miễn 2, 


D 


mà rà =—Ð bẲÉc, 

Thông lượng khối di qua mặt Xà bằng không. vậy : 
Dạ rạ =U. 

Bi rằng Di, rà T Địa, ạT Dụn 


má =U, TÊN tái được : 


pÍhLc=phịL(c—u), nghĩa lì tạc = lị(C—0) 


vận tốc mặt đầu sóng bằng khỏng 


—t 


- 
~32 


vận tốc chất lỏng triệt tiêu h, 


vận tốc chất lỏng = 


vị : lúc t+df 
† 
H Ị 
ị ị 
ị Ị 
h h Ÿ2 
h ị 
„" tu Ịị ¬- 
DEYẽrrớa RA ì vận tốc 
vận tốc chất lỏnh H Ị chất lông triệt tiêu 


X. 


vận tốc 


vận tốc của chất lỏng = e~ w 
vẽ của chất lỏng 


*_——————— 


XS; 


miền Ï — miễn 2 


Có thê lập luận cách khác bằng cách lấy một mặt chứa các hạt chất 
lỏng giới hạn mội phân chất lỏng. Trone thời gian ðt, khỏi lượng 
Thiện mẫt” ö mỊị xế lại “tí hiện“ ở ỗ nà. 

Biệt rằng ö mị = plhạiLcŠt và ỗ„p‡ = ahšL(C—u)ŠL. nên cách viết 


ốm =ỗ1m_ sẽ cho cùng một kết quả như nhau. 
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vận tốc của mặt đâu sóng triệt tiêu 


vận tốc của chất lỏng 
bằng c 


1 1 
I 1 
h 1 
1 Ù 
1 ‡ 
' I 
1 Ï 
1 1 
1 \ 
Ũ , 
' † 


(c-u)dt 


| 
| 
| 
Ỉ 


3 
Ÿ 


“Ằ----Ắ...‹4 


——Z~ 
VSVM vá 
È szBiệc j 
— 
(4-@=À 
đuEg-g 
— 
te 
it 
3 etlbsjp' 
— 
p—— 
_.- 
.ÝỶ‡Ÿà ng 
KE—xn 


K——— 


ke Khi xét một thể tích V cố định bị giới hạn bởi một mặt S, thì 


phương trình bảo toàn khối lượng dạng tích phân có dạng : 


II?#2 nã: 4 o(P,0)ð(P,0).Ñd$=0. 


thể tích V mặt kín $ 
giới hạn V 


Ta áp dụng công thức này cho thể tích chất lỏng trong một mặt kín cố 
định > cấu tạo bởi >I, >; và mặt bên Ð ¡,. Độ tăng khối lượng ồm 
(trong thời gian Š1) ở bên trong thể tích giới hạn bởi mặt kín này, 
bằng khói lượng đi vào qua mặt đó trong cùng khoảng thời gian Št 
như nhau. 
Độ tăng khối lượng bên trong thể tích có giá trị : 

ỗm= p(x,t+ö0)S(x,t+Št)dx~— p(x,1)S(x,t)dx 
Đại lượng này có thể được viết : 


"| Ì_ Ø(p(,Ð§(x,Ð) 


Sơn s love: ` 


Lưu lượng khối đi vào qua 3ị có giá trị: Dạ, va = pS(X,t)u(x,1). 


Lưu lượng khối đi vào qua >„ có giá trị : 


Dạ, va =—BŠ (X +00 u(x + dx,Ð 


=œ 


Lưu lượng khối đi vào qua E„ có giá trí : Dịm., vạ = 


Lum lượng khối tổng cộng đỉ vào là : 
Đàn vào = Dạ, vào Ð Dụy, vào Ð Đụ, vào 
dó đó : 
Dạy va = Ð (X0) Š(X0)0(X,†)— p(xX+dXVÐ) Š(x + dX,t) 0(x + dx,Ð) 
Ô(p(x,) S0) 
ôx 


Biết rằng ồ m= Dạ, q„ỗt , ta được : 


206.050) 3,2 5P(1080,0uG4,) 


lôi öx 


dxö/=0. 


đo đồ ta cô : 


2tpŒx.)50,0) - %p@,05(x00(1X0)) — 
ôt ôx 

hay So Lệ ¿ Bi” CỤ 

ôt ôi Ôx ôx ôx 


0, 


tiết diện của ống dân 


S(x, I) mặt kín > 


vận tộc chất lồng 
U =u(x+d,U)€, 


vận tốc chất lồng 
ũ =u{(X+dX.Đểy 


wW(x + đx, Ð 
p(œ®,0) 
H(3, Ù) 


MÍx + dx. †+ỗI) 
0(6f+õj) 


S(xt+Š0 


Ị Ị Ị Ị 
*% xtủy x x+v 


trạng thái lúc : trạng thái lúc ; + ð 


j 


_ 1n SV SƠ" 
Tà GQ 
Nà 
œ 


Nghiên cứu 

đông h 1 
ông học các 

-~x. 2 

phat long. 
Mô tá đinh hình 

ô tả đinh hìn 
môt vải loai 

m | 

tủ hả 


®* 
Việc khảo sát trường các vận tốc của một chất lỏng 
(quan điểm Euler vê chuyển động) cho phép rút ra 
các đặc trưng riêng cho dòng chảy của nó: sự giãn 
nở, tính xoáy nước (sự tôn tại có thể có các chỗ nước 


xoáy), sự biến dạng. M Ụ C TIÊU 


Các dòng chảy có thể được ghỉ theo danh mục tùy I Mô tả định hình một vài loại dòng chảy. 
theo các đặc tính của chúng: dòng chảy dừng, dòng M Các dòng chảy dừng, thế, không thể nén 
chảy không thể nén được, dòng chảy xoáy, dòng được, XOáy, ... 


chảy thế...  Xoáy nước, các khu nước xoáy. 


Trong phân có tính chất mô tả hơn, ta sẽ trình bày 
chỉ tiết một số mô hình cố điển về các dòng chảy mà 
ở đó ta sẽ lại tìm thấy các đặc trưng đã nêu 


trước đây — J))ỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Sự nghiên cứu đặc biệt các dòng chảy thế, xuất phát Hình thức luân Euler. 


từ phương trình LAPLACE, là có tính chất phổ biến. M Phương trình bảo toàn khối lượng. 


' Các đặc trưng của trường các vận 
tốc của một chất lỏng 


1.1. Mô tả cục bộ: sự giãn nở, tính xoáy nước 

Sự vận động của một thể tích nguyên tố chất lồng trong sự dịch chuyển 
của nó cho phép đặc trưng dòng chảy của chất lỏng. 

Đối với các dòng chảy phẳng, có thể được biểu diễn dễ dàng hơn, thì ta sẽ 
quan sát sự vận động của một "diện tích" nguyên tố chất lỏng. 

Hình 1 chứng minh định tính sự vận động của một thể tích nguyêïi tố đi 
vòng quanh một vật cần hình trụ. 

Các ví dụ dưới đây sẽ cho phép rút ra một số kết quả cơ bản. 


1.1.1. Các vận động cơ bản: sự giãn nở, sự quay, sự biến dạng 
N Ví dụ 1: Sự giãn nở 

Ta hãy xét một trường vận tốc của một chất lỏng có dạng 
ö = zạ( TT Đây là một dòng chây một chiều ổn định có thể mô 
phỏng sự giãn của một chất khí trong một ống phun (b.2a). Các quỹ đạo 
là những đường thẳng song song với ,. 


Một phân tử chất lỏng, đặt tại điểm M(z, y) ở thời điểm r, sẽ có một diện 
tích dx dy. 


Trong thời gian ¿, vách thẳng đứng có hoành độ x dịch chuyển được 
đoạn đường s[1 sẻ]: „ trong khi vách có hoành độ x+ dx lại dịch 


x+dz 


chuyển được øp h + Pr Phân tử chất lồng có độ rộng dx ở thời 
điểm t, sẽ có độ rộng ni cài) ở thời điểm: +ö¿. 


Vậy phần tử chất lỏng đã giãn nở theo hướng x (h.2b). 


L5 
annn”” 


1Jnng NN 


nHHHDE—-— h9 NHnnp 


“tp, 
và) 
¬ 


1n toc ¬ara29 
ng tmaara23 


H.1la. Dòng chảy ốn định độc lập với thời gian (dùng) xung — H.Ib. Sự mô phỏng số học dòng chảy này cho thấy rõ sự 
quanh một hình trụ: đây là dòng nước cháy đối xứng (và vận động của một thế tích nguyên tố. 


thuận nghịch) từ trái qua phải. Có thể làm hiện rõ dòng 
chảy nhờ các tia nhỏ dâu lanh trong dầu vazolin. 
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H.2a. Sự mô phóng một dòng cháy trong một ống phun. H.2b. Việc làm hiện rõ xự gian nở của một phân từ chất lóng. 


Ở đây sự giãn nở là do sự phụ thuộc của vận tốc, cộng tuyến với trục 
(O9), đối với cùng biến số x này: vận (ốc biến đổi "theo hướng của nó”. 
Nói khác đi là trong ví dụ này, có sự giãn nở của một phần tử chất lỏng vì 


n 
CỦy 


+. 


Ta 


ŒV 
Ta sẽ trở lại điểm này trong phần tiếp theo của giáo trình. 
M Ví dụ 2: Sự quay 
Bây piờ ta xét một trường vận tốc (3a) có dạng ở = Arẻ, trong tọa độ trụ. 
Trường này tương ứng một sự mô hình hóa trường các vận tốc ở bên tronp 
IIỘt cuộn xoáy. 
Ở bên trong cuộn xoáy, chúng ta tham dự vào một chuyển động quay của 
một phần tử nguyên tố chất lỏng (3b). 
â Ví dụ 3: Sự biến dạng 
Ta trở lại dòng chảy trong một nhị diện vuông có dạng 7 (—kx, kỳ, 0) đã 
được nghiên cứu ở chương 1. Sự vận động của một phần tử chất lông, có 
diện tích ban đầu dv dy, đọc theo một quỹ đạo có phương trình vy= xạyo 
được biểu diễn trên nh 4. 


„¡it ị 


gọn 


—— 


H.3a. Sự làm thấy rõ trường các vận lốc của một dòng — H.3b. Sự thể hiện các biến dổi của một phần tứ chất lông 
chây trong mắt một cơn lốc (trung tâm cơn lốc). trong dòng cháy này. Phần tứ "quay" mà không biến dạng. 


Si 


Ta nhận thấy có một sự biến dạng của phản tử này, mà không có sự biến 
đổi diện tích của phần tử, cũng như chuyển động quay của nó. 


Š ôu ềuy 
Từ nay, ta lưu ý rằng dòng chảy này tuân theo 2 ++ 2 =0 
tx j 


LÀ 


v .x -> —>" 


H.4a. Các đường dòng của dòng cháy 
hai chiều (nhị điện vuông). 
vuông). 


⁄fụ dụng “Í 


Nghiên cứu một sự biến dạng 

Cho một dòng chảy đừng trong một nhị diện 
vuông mà biểu thúc vê vận tốc trong hình thức 
luận Euler có dạng 0(-kx, ky, 0), đã được xem 
xét trong ví dụ về sự biến dạng. Hãy xác mình 
rằng phân tử chất lòng được định nghĩa trước đấy 
vẫn giữ một diện tích không đối bằng cách giới 
hạn ở các phép tính cấp mội. 


uy„ chỉ phụ thuộc x và Uy chỉ phụ thuộc y, các 
vách của phần tử vẫn song song với các phương 
(Øx) và (Óy): không có chuyển động quay. 
Vách thẳng đứng, ở hoành độ x, dịch chuyển 
được đoạn đường -kxö/ trong thời gian öứ, 
trong khi vách thẳng đứng ở hoành độ x + dz 
dịch chuyển được —k(x + dy)õr. 
Độ rộng ban đầu dzx của hình chữ nhật (H.5) trở 
thành: 
dx(— kồ¡). 

Cũng thế, chiều cao trở thành đy(1 + kỡi). 
Như vậy diện tích của phần tử chất lỏng ở thời 
điểm / + ô¿ sẽ là: 

đ$ = dr(I — kồ?) dy ( I + kồ?) x dxdy. 
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H.4b. 7rường các vận tốc của cùng 
một dòng cháy hai chiều (nhị điện 


H.Ác. Šự biến dạng của một phần tứ 
trong dòng chảy hai chiêu này (nhị 
điện vuông). 


Chú ý: Ví dụ đã chọn chứng tỏ một sự biến 
dạng, có diện tích không đổi, của một phân tử 
chất lỏng mà các góc vẫn là không đổi. Trong 
các dòng chảy khác, có thế có thêm trong đó 
một biến dạng góc (có điện tích không đổi), ví 
như hình chữ nhật trở thành hình thoi chẳng 
hạn. 


- kxồt X 


PtEXZTEEEGEUESSI DO NI 
~ k(x + dx)öf 
Oo x 


H.5. Sự biến dạng của một phần tử chất lông trong 
một dòng cháy hai chiêu (nhị diện vuông). 


Chú ý: Cho một cuộn xoáy giới hạn bởi một hình trụ thẳng đứng bán kính a. 
Trường các vận tốc trong toạ độ trụ sẽ có dạng = Aras đối với r < q, và 


- ã _„ SỒY g2 
U=A—a đối với r > a. 
r 


Trên các hình 6, hai miễn này được phân ranh giới bởi vòng tròn. Ở bên 
trong cuộn xoáy, ta chứng kiến sự quay của một phần tử nguyên tố chất 
lỏng (h. 6b), nhưng phân tử này bị biến dạng ngay khi ta ở bên ngoài 
cuộn xoáy. Hai phần tử ở trong (r < a) và ở ngoài (r > a) cuộn xoáy cho 
ta ấn tượng là chúng quay quanh mình chúng theo chiều ngược nhau. 

Đối với một dòng chảy bất kì, thì sự vận động của một thể tích 
nguyên tố chất lỏng tổ hợp ba dáng vẻ cục bộ được nhìn thấy riêng 
rẽ: sự giãn nở, sự quay và sự biến dạng. 

Trên 3 7, ta thể hiện sự biến dạng của các phần tử khác nhau của một 
chất lỏng khi mô phỏng một dòng chảy xung quanh một hình cầu. 

Trên 3h 8, ta thể hiện sự biến dạng của các phần tử chất lỏng khác nhau 
khi mô phỏng một dòng chảy xung quanh một hình trụ đang quay. 


bên trong 
Cuộn xoáy 


lÌÌ 4 


bên ngoài 
cuộn xoáy 


H.6a. Trường các vận tốc của một dòng cháy ở trong và 
HgOài CHỘN Xoáy. 


H.7. Dòng chảy của một chất lòng xung quanh một hình 
cầu trong một mặt phẳng kinh tuyến: Sự thể hiện các biến 
dạng của các phân tứ khác nhau. 


'81. 


C 


H.6b. Sự thế hiện các biến đổi của một phân tử chất lỏng 
khi có dòng chảy này. 


¬>=SB11ø1äønnnggØ052ˆ 
=D1ng D0ØØZữ2n g///% 


H.8. Dòng chảy của một chất lỏng xung quanh một hình 
trụ đang quay: Ta làm thấy rõ các biến dạng của các phân 
tử khác nhau. 


Trên cơ sở nhiều ví dụ đã nêu, ta thấy rằng sau khi "nhiễu loạn” đi qua, 


thì các phần tử chất lỏng đều biến đổi rất nhiều. 


Sự phân tích phần đóng góp của mỗi dạng (tịnh tiến, giãn nở, quay, ...) 
không được rõ ràng. Tuy nhiên, có thể sắn các hiện tượng giãn nở và quay 


cục bộ với trườn? các vận tốc của chất lỏng. 


1.1.2. Trường các vận tốc và sự giãn nở: vai trò của “div ø' 


Ø;(z + dz, )ỗi 


x(x + dr, /)Š/ 


Một dòng chảy ba chiều được piả thiết là mỗi thành phần vận tốc chỉ phụ 


thuộc vào toạ độ tương ứng Ä(Y, y, š): 


0ñ(*.w,ä1) =0x(%,Đếy + Wy(y,Dêy + 0,6, 


H.9. S giản nở của một hình lập 


Trong thời gian ðï, các vách của một phân tử thể tích dvdydz dịch chuyển — P#ướng chất lóng. 


trực 0iao với chính chúng (/.9) 


Cạnh có chiều đài đv của hình lập phương trở thành: 


©œX 


^ N 
dự = x+ dc+ 0Œ + d6 )ổ! —[x + 0y(x, )ổi] = nỈI + hoi 


Tương tự ta có: 


ết 
ơU 


^ 


œ< 


dy'= nị + 


% 


VY ÔU; - 
—=ở/ | và đz'=dz| Ì+—>ởi ]. 


Như vậy, thể tích nguyên tố Ar đã biến thiên đi Š(A7) sao cho: 


ˆ (âu, ỒUV ỒU, 
ở(A7)= dv'dy'dz— dydydđz x Á7 *+——+—— 
l*  ®%_ & 


neh là: 


ỳ Di › 
SỬ, =đivuðï hay DI 210, = 


— địVv 0. 
AT ÒI 


le = đlV?Arởt, 


Ta thừa nhận tính tổng quát của phép tính này sắn trường các vận tốc với 


hiện tượng piãn nở (xe áp dụng 2). 


⁄°ụ dụng 2 


Ý nghĩa vật lí của điv ö 
Chứng minh tính tổng quát của biểu thức: 
1 ỏ(A 2Ð 
=- (Hà, =địv ø 
ð¡ Ar 


khi giới hạn ở cấp một các độ biến thiên của các 
cạnh dy, dy, dz của một phân tử có thể tích 4z 
Ở thời điểm ¡, ta có 47 (0) = dy dy đz, 
Ở thời điểm / + öí, ta có: 
Ar = dvdydz°= Ar(1+ ởï) 
= (dt + ở(dđ1))(dy + ở(dy))(đz + đ(dz)) 
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Ar(i+ ở!) -Ar(I) 


=ð(A7)= 0r0ye| 


(d>x) + Y =a 
ly kụ 


Cuối cùng: dv” - dy = ở(đ\9) 


=(0x(x+ dt,y,s,0) — 0y(x,y,2,Ð)ðI 


ỔUy 


dxöt, 


n 


€x 


và tương tự (h.I0a) 
dy'~ dy = ở(dy) = (»(œ.y +dy,20 — #y(%.V,& p))ởt 


ôi ⁄y - 
—— dyồi 
2V 


| 


y+ủy 


H.10a. 


Át” lúc # +ỗ£ 


Art lúc f 


: KT” = %(P, Dỗt 
QQ' = Ủ(Q, Đồt 


H.10b. Đô biến thiên thể tích: 
ö(Ar) 


=divøŠði 
T1 


Chú ý: Mặt giới hạn phân tử chất lòng có thể tích At dịch chuyển với vận 
tốc của chất lông (thể tích chứa các hạt lỏng); như vậy không có bất kỳ một 
sự truyền vật chất nào đi qua mặt này: thành thử khối lượng Am của phân t 
thế tích At này là không đổi. Nếu div 0 = 0, thì trong quá trình dịch chuyển, 
thể tích At của phân tử chất lỏng không biến đối. Vì khối lượng Am của nó 


A 
là không đổi, nên khối lượng riêng của chất lỏng p = = cũng không đối 
1 
"`"... ẽ zz !x DP 
khi ta theo dõi phân từ thể tích này, nghĩa là TS: =0. 
f 


Dp 


Nếu div” =0, thì ta có một dòng cháy không thể nên được: SP =0. Như 
f 
vậy, f4 lại tìm được điều đã thấy ở chương 2 mà ta thu được, xuất phái từ 
Dp 


phương trình khối lượng viết dưới dạng Thy +pdiv2=0. 
f 


Về cục bộ, thì hệ số biến đổi tương đối của thể tích trong đơn vị thời 


1 ỗ(At) 


gian bằng đỉve của trường các vận tốc: EP diy 7ø. 
f 


T 
Trường vận tốc của một chất lỏng cho ta thông tỉn về sự giãn nở của 
nó nhờ trung gian đỉve của vận tốc. 
Nếu div ø =0, thi ta có một dòng chảy không thể nén được: 
Dp 


— =0 
Di 


1.1.3. Trường các vận tốc và sự quay: vai trò của " rotø " 

Ta trở lại ví dụ về cuộn xoáy (v( du 3). Trường vận tốc đã nêu giống hệt 
trường vận tốc của một vật rắn quay xung quanh một trục cố định (Óz) (ñ. 11). 
Mọi điểm &M gắn với vật rắn đều có một vận tốc dạng ø =œ ráy, trong đó 
œ là vận tốc góc của chuyển động quay xung quanh trục (Óz) và z là 
khoảng cách từ điểm M đến trục (Óz). Ta hãy tính roL 2 liên quan đến 


trường các vận tốc của vật rắn này (œ không phụ thuộc vào các tọa độ 
không gian) ở mọi điểm. 


e 


lu 


” 
H.11. Vật rắn quay xung quanh một 
trục cố định - 

ö(M) =dï AOM =0 


bên! vỀ -( đ ¬ : Tu 
Ta biết rằng má 4t) =9 (xem phụ lục và giáo trình W-Prépa. Điện từ 


.... = ›Í(d : 
học năm thứ hai), Khi viết ?=@œ r4) =0 r (#] „ thì ta được: 
P 


Z 

rOL2 =0 Pˆ ra[ 2n] +0) (srad rỶ AE 

rj R 
tuệ vÉÙ ; h ; ` 
=@gradzˆ A-=—= 2e, Add) = 20 6- = 20), 
É 

Như vậy rota của vận tốc tại một điểm của vật rắn cho tì thông tín về sự 
quay của điểm này trone chuyển động của nó xung quanh (zz)). 
Kết quả này sẽ được thừa nhận không chứng minh đối với mọi chất lỏng 
đang chuyển động bằng cách xác định rõ là. trái với trường hợp vật rắn 
đang quay, z2 có thể biến đổi từ điểm này sang điểm khác của chất 
lỏng (các yếu tố chứng minh sẽ được nghiên cứu trong bài tập 2). Tương 
tự chuyển động của một vật rắn, vectơ xoáy được xác định tại mọi điểm 
của chất lỏng bởi hệ thức ở = 2Ö. 
Thành thử, trong pần đúng bậc nhất đối với một chất lỏng không thể nén 
được, ta có thể viết ¿(ÄJ')= 0(M)+ O(M)A MM", với M và M' là hai 
điểm gần nhau. 
Ở cục bộ, trường các vận tốc của một chất lỏng, có thể đông dạng với 
trường vận tốc của một vật rắn có vectơ quay tức thời G.Sự quay đặc 
biệt này (sự xoáy) của chất lỏng tại một điểm 4 sẽ tôn tại nếu rota của 
trường các vận tốc rotø = 2Ö (Q_ biểu diễn vectơ xoáy) khác không. 
Ở cục bộ, trường các vận tốc của một chất lỏng cho ta thông tỉn về sự 
tôn tại các khu xoáy trong chất lỏng này nhờ sự trung gian của rota 
của vận tốc. 


Chú ý: 


Ta vừa định nghĩa vectơ xoáy dưới dạng: €3 = i00 . Đùe của rota thì 


triệt tiêu, td códivQ =0, nghĩa là Q@ biến diễn HỘI [ƯƯỜNG €CLZ CÓ 
thông Hượng báo toàn. Vectơ xoáy Q nhữ tây là ĐIỘT VveCfØ rực, CN HÌNt 
từ trường B. chẳng hạn. Các đường súc của vectz B là các đường kÍH. 
Tình huống cũng như thế đối với các đường sức của vectd xoáy. Đối với 
bài toán phẳng, thì các đường sức của vect2 Q đêu là các đường thắng 
Viông góc với tiệt phẳng này, 


)- Để tập luyện: bài tập 3, 4 và 5. 


1.2. Các đặc trưng của một dòng chảy 


1.2.1. Các dòng chảy dừng 
Ta nhắc lại một số định nghĩa và kết quả đã xét. 


Một dòng chảy, mà đối với nó trường vận tốc Euler của chất lỏng dộc 
lập với /, dược gọi là dòng chảy dừng (dộc lập với thời gian): 


Ö=Đ(M) với kh SP GP 
Ôt 
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Ta nhắc lại rằng ở đòng chảy dừng, thì có sự đồng nhất của các quỹ đạo, Các vật cản 
các đường dòng và các đường phát xạ. Ở tiết 1.3 ta sẽ thấy rằng các đường j@\_ ¿a3 


đòng có thể cụ thể hóa các đường chu vi của vật cản (h.12 và áp dụng 4). 


Trong một dòng chảy dừng, lưu lượng khối đi qua mọi tiết diện của 
một ống dòng là như nhau. 


1.2.2. Dòng chảy không thể nén được H.12. Sự cụ thể hóa các đường dòng. 


Nếu tại mọi điểm của chất lỏng, thể tích của tất cả các phần tử chất lỏng 
được bảo toàn trong quá trình dòng chảy, thì chất lỏng này đang ở dòng 
chảy không thể nén được. 

Theo tiết 1.1.3, thì đive của trường các vận tốc cho ta thông tin về độ 
biến thiên thể tích của một phản tử chất lỗng được theo dõi trong sự 
dịch chuyển của nó. Nếu phần tử nào giữ một thể tích không đổi, thì 
địve triệt tiêu. 

Đòng chảy không thể nén được là một dòng chảy mà đối với nó đỉv 0 
triệt tiêu ở khắp mọi nơi: divø(1M,£) = 0. 


Ta nhắc lại rằng một trường vectơ có đive đông nhất không, nghĩa là triệt 
tiêu tại mọi điểm của không gian, thì cũng có thông lượng bảo toàn. Điều 
này bao hàm ý là thông lượng của trường này bằng không qua mọi mặt 
kín ở trong lòng chất lỏng, hay còn ngụ ý là có sự bảo toàn thông lượng đi 
qua mọi tiết diện của một ống trường. Thế mà lưu lượng thể tích lại bằng 
thông lượng của trường các vận tốc. Từ đó ta rút ra một đặc trưng lý thú 
của một dòng chảy không thể nén được. 

Trong một dòng chảy không thể nén được, lưu lượng (hể tích được 
bảo toàn qua mọi tiết diện của một ống dòng. 


Zfp dụng 2 


Ghênh của một dòng sông 
Giả sử có một con sông đang ở dòng chảy (không 
thể nén được) dừng, một chiều. Ở một chỗ trên 
sông gọi là ghênh, lòng sông thắt lại; tiết điện của 
nó chuyển từ S sang Š'(S'< S). Lưu lượng thể tích 
ở phía trên ghênh là Dy (hình 13). 


tiết điện S 


liết diện Š' 
¬ 
Vận lộc ø ; 


mmm————————————————D 
1 


vận tốc ?' 


H.13. Ghẻnh sông. 


Hãy tính vận tốc của nước và lưu lượng D\ 
lương ứng, ở ngang múc của ghênh sông. 

Dữ liệu: 

$= 100m”; S'= I0m”; D, =150m2s 


Đòng chảy là một chiều, Ð,=%ø. Vì dòng 
chảy là không thể nén được, nên: 
Dy=D,=S'0`, 


D : : 
Y~l5ms Ì=54 km.h"] 


nghĩa là ø'= 


Bản đồ dòng chảy của con sông (h.13) cho thấy 
rõ ở ngang mức của ghênh sông, các đường 
dòng sít lại, điều này chỉ là một phương pháp 
khác biểu thị sự bảo toàn lưu lượng thể tích đi 
qua mọi tiết diện của một ống dòng. 


Trong một dòng chảy không thể nén được (xem áp đug 3), thì các đường 
dòng sít lại nhau ở những nơi có vận tốc lớn. 

Hình 14 cũng mình họa tính chất này: vận tốc của chất lỏng càng lớn hơn 
ở lân cận điểm A. nơi mà các đường trường vận tốc sít lại nhau. 


1.2.3. Các dòng chảy xoáy hay không xoáy (rối hay không rối) 
Một dòng chảy được gọi không xoáy nếu vecLơ xoáy triệt tiêu ở khấp mọi 
nơi. nói cách khác. nếu trường các vận tốc của chất lỏng có rota bằng 
không ở kháp mọi nơi. 

Chủ ý: 

Phát biếu trên không những giá thiết rằng rOL triệt tiêu tại tỌiI điểm, mà 
còn giá thiết là không có điểm đặc biệt nào để vận tốc ở đó (và nh vậy 
cá roL01) lại không được vác định. Điểm tỉnh tế này sẽ được trình bày rõ 
ràng khi nghiên cứu xoáy nước ở §2.2. 

Ngược lại, rong một dòng chảy xoáy (dòng rối), tồn tại ít nhất là một 
điểm của chất lỏng mà tại đó rotz' khác không. 

Trong một dòng chảy không xoáy (không rối), trường các vận tốc của 
chất lỏng có lưu thông bảo toàn (lưu thông của vectơ vận tốc ¿ dọc theo 
mọi đường cong kín đều bằng không): như vậy các đường dòng nhất thiết 
phải hở. 

Trong một dòng chảy không xoáy, vectơ xoáy triệt tiêu tại mọi điểm 
của không gian, ø có lưu thông bảo toàn và các đường dòng không thể 
khép kín. 

Nếu, vectơ xoáy khác không ít nhất tại một điểm cho trước trong 
không gian, thì dòng chảy dược gọi là xoáy. 


}- Để tập luyện: bài tập 1 và 2. 


1.3. Dòng chảy và các điều kiện ở giới hạn 
Cho đến nay, tạ mới quan tâm đến dòng chảy của chất lỏng độc lập với các 
giới hạn của chúng. Tuy nhiên, các giới hạn này tồn tại: một dòng sông được 
giới hạn bởi đôi bờ, một chất lỏng trong đường ống bị ông dẫn ảnh hưởng lên 
dòng chảy. Thực tế mọi vật rắn đi ven bờ dòng chảy hay làm vật cản dòng 
chảy đều áp đặt các điều kiện lên vận tốc của chất lỏng ở gần nó. 


1.3.1. Giới hạn ở vô cực 

Trong chuyển động tịnh tiến của một hình. trụ trong một chất lỏng. ta đã 
áp đặt một điều kiện đứng yên cho chất lỏng ở "xa" hình trụ G"nñ0 15). 
Đây là một điều kiện ở giới hạn thuộc loại "giới hạn ở vô cực". Mô hình 
này sẽ được chấp nhận ở những khoảng cách rất lớn so với các khoảng 
cách đặc trưng của bài toán được xem Xét. 

Sóng lừng là một chuyển động của đại dương sinh ra bởi gió ở bề mặt đại 
dương. Đáy đại dương. "nằm yên”. sẽ tương ứng với một độ sâu vô hạn 
nếu độ sâu này lớn so với các "chân sóng” ("các hốc lõm”) tạo nên bởi 
sóng lừng. 


1.3.2. Trường hợp một vật cản cố định 

Trong hệ quy chiếu nghiên cứu. ở một điểm lần cận ngay sát một vật cản, 
thì chất lỏng không thể có thành phần pháp tuyến của vận tốc đối với một 
vật cản cố định (mình 16). 
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H.l4. /Z có dòng cháy chất lỏng 
không thế nén được này vung quanh 
một hình trụ dung quay, th các niên 
có vận tốc lớn phát định vị ở những 
chỗ mà các dường dòng sí lại nhan, 


- 


NX 


`X 


Œ 
đ® 
NV. 
Mã... . 
2 


3 
KT Ợ Đệ Tài hoành, 
=42 -28& -14 007 2/1 
H.15. Sự thế hiện rõ các quỳ đạo của 
các hạt chất lóng khi có sự dịch 
chuyển của mội hình trụ : “xa” hình 
trụ này, chất lòng đứng LH. 


Vật càn cố định 
trong .# 
>> 
9 X 
H.l6. Trong một hệ guy chiếu . 


vận tốc của MmỘI chất lóng nhất thiết 
phái tiỂĐ HYẾH VÓI HỘI Vật căn cố 
định trong hệ quy chiếu này. 


Vận tốc của chất lồng biểu diễn vận tốc của một hạt: nếu thành phần pháp 
tuyến của vận tốc này khác không, thì điều đó có nghĩa là, hoặc hạt chất 
lỏng xuyên thâu vào vật cản, hoặc một hốc rỗng được tạo thành giữa các 
chất lồng và vật cân, đây là điều không thể có. 

Thành phần pháp tuyến của vận tốc của một chất lỏng đối với một 
vận cản cố định triệt tiêu. 

Chú ý: 

Không có bất kì một ứng lực nào lên thành phân tiếp tuyến với vận cản, 
lại được thiết lập ở đây. Đặc tính nhớt của các chất lòng thực sẽ được nói 
đến trong chương 5. 


⁄°ụ dụng † 


Sự thể hiện một đường dòng 
Một dòng chảy hai chiều có các đường dòng 
được biểu điễn trên hình 12. 
Chứng tỏ rằng trong một số điều kiện nào đó, có 
thế thay các đường dòng 1 và 2 bằng các vách 
thực, vừa khít với đường chu vi, mà không làm 
thay đối hình dạng của dòng chảy. 


Nếu dòng chảy là dòng dừng, thì các đường 
dòng vẫn như nhau ở mọi thời điểm. 


Theo định nghĩa, thì vận tốc phải tiếp tuyến tại 
mọi điểm. Các điều kiện ở giới hạn được coi 
trọng bằng cách cụ thể hóa chúng và như vậy, 
dòng chảy nói trên sẽ không thay đổi. 


- Để tập luyện: bài 1 và 2. 


1.3.3. Trường hợp một vật cản chuyển động 


Đôi khi ta gặp những tình huống trong đó vật cản chuyển động; trong các 
điểu kiện đó, thì phải tự đặt mình trong hệ quy chiếu ⁄, của điểm P trên 


vật cản. Trong hệ quy chiếu 42, này, chất lỏng không thể có thành phần 


pháp tuyến của vận tốc đối với vật cản đó, nghĩa là, trong hệ quy chiếu 
phòng thí nghiệm, thì các vận tốc pháp tuyến với vật cản phải đồng nhất 
như nhau (h.17). 

Thật vậy, ta kí hiệu w(P¡n,/)/„¿ là vận tốc của điểm P thuộc vật cản. Ta 
hãy đặt mình trong hệ quy chiếu ⁄, đang tịnh tiến với vận tốc 
w{R 


ảns/„; đối với hệ quy chiếu .Z, như vậy, ta được: 


P(fangsf)/2£ = 0(fong+?)/@ + #fan P2: 
Gọi N là pháp tuyến với bề mặt vật cần; ta phải có (xem §1.3.2): 
0(Pạng.?);„„„.N =0. 
Điều này cho phép ta viết: 
5(Pạng.¿„+-Ñ = 8(Pạn, „2N , nghĩa là 0n = PN. 


Ta hãy xem xét áp dụng 5 về trường hợp tổng quát của một dòng chảy 
chất lỏng xung quanh một vật cần di động và có thể biến dạng. 


— 
—— 
~ 
—— 
- 


ƒ c2 
Km w (hạt cân ) 


—» 
~ 
— 


vận tốc vật cần 
0 * 
H.17. Trong hệ quy chiếu 2#, thành 
phân pháp tuyến của vận tốc một 
chất lóng nhất thiết phái bằng thành 
phân pháp tuyến của vận tốc của 
điểm tương ứng trên vật cản. 


Zfp dụng Ð 


Dòng chảy xung quanh 
một vật cản linh động và biến dạng được 
Trong hệ quy chiếu Z2? của phòng thí nghiệm, 
một chất lông đang chảy xung quanh một bê mặt 
không thấm, kín, linh động và có thể biến dạng 
(h.18). Trường các vận tốc Euler của chất lông 
này được cho bởi 0(M,t)/„¿, và bê mặt được xác 
định bởi một phương trình dạng F(M, ?) = 0. 
Người ta kí hiệu w(P.f),„ là vận tốc của một 
điểm P trên bề mặt. 
1. Chứng mình rằng khi bề mặt không thấm, ta 
phải có: 
0(P,Ð/„a.grad F = ®(P,0),„a.grad F 


y Y tọa độ Zc 
H.18. Sự thể hiện các hệ quy chiếu Ở? và đi" với kí 


hiệu đã từng sử dụng. 


Từ đó suy ra rằng điều kiện để dòng chảy xung 
quanh vật cản này được viết trong dưới dạng: 


TT+7P.Đya .gradƑ =0. 
† 


2. Cho một vật cản hình cầu có bán kính a(t) thay 
đối, tâm C, tọa độ zc và vận tốc UQ) = U()ẻ,. 
Xác định các biếu thúc khác nhau của hàm 
F(M. 0Ð) trong các hệ quy chiếu Z? và đ?. 

3) Từ đó suy ra điều kiện mà vận tốc của chất lỏng 
ở lân cận vật cản linh động và có thể biến dạng 
này phải nghiệm đúng. Chứng minh rằng vận tốc 
ø(P,:) được viết dưới dạng tổng quát như sau: 

0(P,Ð = (ả() + ¿c (f) cosÐ }ếp + tp + Ủp 
với ¿ạg, & và đ„ là các vectơ đơn vị của hệ tọa 


độ cầu kết hợp với hệ quy chiếu Ø# = (C, X, Y, Z). 


1. Xét một điểm P của mặt F(P, ?) = 0. Pháp 
tuyến M với mặt đó ở điểm này, song song với 
građiên của hàm Ƒ: Ñ = 2 gradF § 
Ta đặt mình trong hệ quy chiếu #4», chuyển 
động tịnh tiến đối với hệ quy chiếu Z? gắn với 
điểm P của mặt đó, với vận tốc w(P,?);;¿. Như 
Vậy ta có: 

0(P,Đ;¿ = Ö(P,Đy¿qy, + 8ŒP,Ðj¿ 
Chất lỏng không thể xuyên thâu vào vật cản, 
nghĩa là: 

ø(P,t),„„.Ñ =0; 
điều này cho ta: 
0Ø(P,Ð/„.Ñ = ®(P,Ð„.Ñ, 

và biết rằng j =A.gradF (0.19): 

0(P,Đ/„¿.grad F = ®(P,P)/„¿.grad F. 


mặt #(P,t) = 0 
ở thời điểm ¿ 


H.19. Bê mặt có tính không thấm, do vậy, ta có: 
0. gradF = w.grad F.. 
Biết rằng F(P, ?) = 0, ta có: 
DF ôðF - 


——=——+w.gradF=0 
Dị ð 


vậy SẼ. 8ï HIIE =0. 
ôt 

2. Cho bán kính hình cầu bằng z(), nghĩa là khi 
MớP, thì ta có: 

CP? - a(t) =0 vậy Rˆ -a()? =0, 
hay r?+ zẻ — 2Zcr CosŒ — a()Ÿ =0, vậy hàm 
được xác định bởi: 
® các biểu thức trong hệ Z?: 

F(P,Ð=r?+ ZŠ ~ 2ãcr c0sœ — a()Ÿ, 

2 2, 2 VI 
FŒ,Ð)=x” +y +(z—zc} - 4Œ)" ; 


* các biểu thức trong hệ .Z ': s Građiên của hàm # được viết rất đơn giản theo 
F(P)= R” SN: các vectơ đơn vị của hệ quy chiếu .Z, dưới dạng 
E(PSESX? tŸˆ L2” =dW. grad Ƒ = 2Róyg với R= a, nghĩa là: 

si độ say GỀO ý rên xrad £. = 2z/ö Sợ mac ộ 

3) Điều kiện được viết là: “—+¡1.grad £ =0. grad ƒ= 2w, do đó 2.grad F =2Za0g. 

Si Nhờ đó. ta được: 


® Trong hệ quy chiếu ⁄: 
êFƑ : : : : : . : 
Eyng ~2(šc(ä— sc) + đả) = =2(%cac0sỐ + a4) và như vậy, biểu thức tổng quát của vận tốc là: 


Ủn = (c cosỐ + đ)Cp 


= —24a(šc cosŨ + đ). 0(P.L) = (á() + $c()c0SU)eg + 1) + tạ. 


Ta tiếp Lục nghiên cứu động học các dòng chảy bằng các ví dụ đặc biệt 
làm hiện rõ sự vẽ bản đồ topo của trường các vận tốc chất lỏng. 


Dòng chảy phẳng 
không thể nén được 


Một dòng cháy không thế nén được xác định bởi phương trình vị phân 
div¿=0. Ta biết rằng (xem chương 8) nếu dịv 2 =0, thì tôn tại một vectơ 
Á sao cho ở =roLA, 
Ta hãy xét một dòng chảy phẳng không thể nén, nghĩa là trường các vận 
tốc có thể được viết trong hệ toạ độ Descartes: 
ty, yyf) 
Đ(AX W0) = Oy(X: NV) 
ð. =0 
0 
Ta tìm một vectơ A dưới dạng A(x,y.z,f) =l0 
W(x,y,f) 
Lúc đó, roL 4, và như vậy ¿ có dạng: 
ö =rol Lự (x.,)€, ] = grad [U (x.y.7)]A £; (vì rOL ¿. =0) 
k V (, Y,f) 
hay ¿(+x, y,z.?) = sỹ 
z ÔNU (X,y, /) 


x 


2.1. Hàm dòng ự 


vuông góc với đường w/ = cte, nên vectơ vận tốc tiếp tuyến với đường cong 
 =cte ; O Vậy tý =cle tương ứng với một đường dòng được thể hiện trên 
hình 20. 


Khi có một dòng chảy phẳng không thể nén được, thì có thể xác định 
một hàm v gọi là ''hàm dòng"' sao cho: 


Đ= rot| ự (x,y,Ø, ] = gradự (x,y,f)^A £„. 
Các đường cong w(x,y,fạ)=cte đồng nhất với các đường dòng ở 
thời điểm tụ. 


- 
* 
H.20. Vectz vận tốc 0 tiếp tuyến với 
đường Cong \Ụ = clc, vậy \Ụ = cCte 
tương ứng với một đường dòng. 
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2.2. Nghiên cứu lưu lượng thê tích 
Ta hãy chứng minh rằng lưu lượng thể tích ở thời điểm r có thể được biểu 


thị theo các hàm dòng w/(x,y,). 


Ở thời điểm /. lưu lượng thể tích Đ? () xuyên qua một mặt đi qua các 


điểm A và ÖØ và có chiều cao h được cho bởi Đ_ ()= [ saosndia, 
Ỳ lA 


Bằng cách thay ¿(x,y,r) bằng biểu thức của nó và thực hiện một phép 


hoán vị vòng tròn trên các vectơ xuất hiện trong tích hỗn hợp, thì ta được: 


B B 
®Đ" ()Ọ=ñ |emdvevo A ¿..ÑdI =h J= ^A N4dl).gradu (x, y,r) 
A A 


Trên hì/h 21. ta thấy rằng £, A Wd! =d/ nhờ đó, La được : 
B 
ĐÀ ()=h tLeaiv (x,y,f) = h[ gữứ)—wA(Đ]: 
A 
Khi có một dòng chảy phẳng, không thể nén được, thì lưu lượng thể 
tích lới (f), ở thời điểm t, xuyên qua một mặt đi qua các điểm A và 


B và có chiều cao h, được xác định bởi: 


®_ Œ)=h[gŒ)=wA(0)] 


)- Để tập luyện: bài tập 6 và 8. 
3 Dòng chảy xoáy: gió xoáy (gió lốc) 


3.1. Trường các vận tốc - Sự đo vẽ topo 

Gió xoáy là một hiện tượng khí tượng được định nghĩa như "một cơn gió 
mạnh và xoáy”. Mô hình đơn giản hóa về gió xoáy mô tả nó như một 
dòng chảy chất lưu có tính đối xứng tròn xoay xung quanh trục .. 
Trường các vận tốc kết hợp có dạng (trong tọa độ trụ): 

*vớir<: 0(r)=rÔái ; 


2 
Lệ : Qa“. 
*®VỚIr>4: 0(r)= đ 


Đây là một trường trực xuyên tâm mà môđun chỉ phụ thuộc vào khoảng 
cách r với trục. Ở bên trong một hình trụ bán kính ø cấu thành "mắt" cơn 
lốc, thì vận tốc tăng tuyến tính từ 0 đến giá trị cực đại của nó khi z biến 
đổi từ 0 đến «, rồi lại giảm cho đến tận vô cực mà tại đó chất lưu đứng im 
(hình 22). Nhớ rằng vận tốc liên tục ở r = a. 

Trường này, khắp nơi có dạng ƒ(r)áy là trường có địve triệt tiêu (xem 
chương 8): do vậy dòng chảy là không thể nén được. 


H.21. ở rhời điểm t, lướt lượng thế 
tích giãa các điểm A và B trên một 
đường cao h được cho bới: 
8 
®#@)= Eese-Ma . 
A 


Hơn nữa, ta có: 
ẻ¿.^ Nưi =d[. 


H.22. Sự thế hiện trường các vận tốc 


cứa một cơn lốc. 


hà. 
le 


Ta hãy tính rot2 ở mọi điểm của gió xoáy: 
*VỚIP<dđ: 


2 


4% me —~ — - ¬ C- 
foLØ =rotŒO4& )= O0roLáy + gradr A^ay)= 2Ó, (Vì rol@) =——); 
£ 


= =....‹ 3v cl ch —(4 

*® VỚI r>đ: roL2 =Tol q Í= O¿roil *—> |=0 (vì roi >2 |=0). 
\ Là Tà Là 

Sự tính toán này chứng tỏ sự tồn tại của một vectơ xoáy đều 2Ó¿. ở bên 

trong hình trụ bán kính z và bằng không ở bên ngoài: dòng chảy là xoáy, 

nhưng vùng xoáy bị giới hạn trong hình trụ bán kính a. Các đường dòng 

và các quỹ đạo trùng nhau: đây là các đường tròn đồng tâm trên trục ¿,. 


Zfụ dụng Ó 


Sự gia tốc của một hạt chất lưu *VỚIr<đ: 
trong mô hình cơn gió xoáy. 3 ⁄ 2 
: DU _- |0 sàŠ : 
Trong mô hình con gió xoáy, trường các vận tốc _ Sài V3 +29, ArÔÐ @ 
(trong tọa độ trụ) có đạng : 
*ớir< ad; 0(r)=rQ@y; —Í „ TN... . s. 5 
3 = grad|l — |—2rÓ“¿„ = prad| — |— grad¿ 
- : Qø_ 2) 2 
*vớir >4: U(r)= đ) - 
ó 2 
“ * ^^“ * ˆ = U 
Hãy tính gia tốc của một hạt. = grad . 
".x. ` ¬..a. ẽ.. ¬ 
Chế độ là dừng, nên gia tốc —— rút gọn về =JỞ 2ð 
n D/ — —j Œ. 
ö, prad ¿, Ta sử dụng công thức : *VỚớIr>@: 
' : 2 2 4 
co — | —.. 2Ý mÍ Ð 
2. gradø = grad Đ tOL2 A2, PB... tôi b ve: = ở. 
F2 3 .~ 


3.2. Lưu thông - Trường hợp giới hạn của xoáy 

nước, gió xoáy 

Gió xoáy là một dòng chảy đối xứng trụ, có dạng ƒ(7)áy, với sự tôn tại 

một veclơ xoáy @, là đều ở bên trong một hình trụ có trục (Õz) và bán 

kính a (hình 22) Tính chất @ =2 mi ¿ cho phép lại tìm thấy vectơ vận tốc 

ở mọi điểm. 

Muốn thế, chỉ cần tính lưu thông của vectơ vận tốc dọc theo một đường 

dòng (nh 23) là đủ. 

*VỚIr<đ: c=Q$idi = 2nru= lị" 0.d§ =2Qm rˆ hay 2= r&y. 
C A 


So 


Ta hãy tính rot¿ ở mọi điểm của gió xoáy: 
® VỚIr<@đ: 


roL2 = ro(Qä))= Q(roLáy + gradr A đa )= 2O, (Vì roLáy =-—S); 
E 


là ỷ 


sỹ cài | Qư^„ 2Í đ = 
® VỚIƑ>@: TOL?' = rOI &œ |=@¿“rotll —|=0 (VÌ roi 


_ ⁄fp dụng Ó 


Sự gia tốc của một hạt chất lưu 
trong mô hình cơn gió xoáy. 
Trong mô hình cơn gió xoáy, trường các vận tốc 
(trong tọa độ trụ) có dạng : 
*vớir<q- 0(r)=r( án; 


3 
Qa— 


*ướir >4: 0(r)= 4 - 


r 


Hãy tính gia tốc của một hạt. 


 ... h cà D2 „ b 
Chế độ là dừng, nên gia tốc " rút gọn về 
í 
Ủ.grad ø. Ta sử dụng công thức : 


#2 
U. grad u= grad (2): TOL2, A0, 


“ 


ở mọi điểm. 


5 


2 


Sự tính toán này chứng tỏ sự tôn tại của một vectơ xoáy đều 2ð£. ở bên 
trong hình trụ bán kính a và bằng không ở bên ngoài: dòng chảy là xoáy, 
nhưng vùng xoáy bị giới hạn trong hình trụ bán kính a. Các đường dòng 
và các quỹ đạo trùng nhau: đây là các đường tròn đồng tâm trên trục é;. 


Đ Teen 
— |— grad 2“ 
2 


* VỚIr<4: 
s, 2 
DZ - 
== The +20. ArQ &@ 
Đi \ 2 
— = 
= grad là 2r@“¿, = prad 
: ( 
= grad| — 
27 
= -rQ“Z,. 
*VỚớIlr>a: 
Du 4[S tiỏu 
= grad =—- 
Mứ 2 r 


* VỚI r< d: C=Qaï =2rre= | ta ñ.d$=2QT r7 hay 0=Qï"ả. 
€ 3 


3.2. Lưu thông - Trường hợp giới hạn của xoáy 
nước, gió xoáy 
Gió xoáy là một dòng chảy đối xứng trụ, có dạng ƒ(?)äy, với sự tôn tại 
một vectơ xoáy @, là đều ở bên trong một hình trụ có trục (Õz) và bán 


kính a (hình 22) Tính chất Q = -10U7 cho phép lại tìm thấy vectơ vận tốc 


Muốn thế, chỉ cần tính lưu thông của vectơ vận tốc dọc theo một đường 
đòng (hình 23) là đủ. 


* VỚớIr>a: C=(ö.dÏ=2re= || tet8dŠ=20na” hay : 
C s 


Q47. 
% - 


0= 
r 


Lưu thông dọc theo một đường dòng ở ngoài mắt gió xoáy là C=2rd2Q. 
Như vậy, đây là một hằng số có thể đặc trưng cho gió xoáy cũng như dữ 
liệu @. Trường hợp giới hạn đạt được bằng cách cho a tiến tới 0 trong khi 
vẫn giữ C không đổi sẽ xác định một gió xoáy. 

Trường vận tốc của gió xoáy có dạng (h.24 a và b): 


00)= đœ vớirz0. 


2nr 
"An ở .. =—- - 
Trường vận tốc mới này có vẻ như không xoáy vì mÍS] =0. 
n 


Thực ra, người ta bỏ qua điểm đặc biệt r = 0, do mô hình giới hạn của gió 
xoáy. Khi đó không còn phải ngỡ ngàng về nghịch lí biểu kiến nữa: 

c=$ ö.dl #0 với roL0 =Ö, 

€ 

vì rằng lưu thông này phải cần tới một đường cong kín bao quanh điểm 
đặc biệt r = 0, mà tại đó v không còn được xác định nữa. Các đường dòng 
của gió xoáy thật sự kín và bao quanh trục (Óz), quỹ tích của các "điểm 
đặc biệt". 
Cũng bài toán như trên còn có thể xuất hiện dưới đạng tình tế hơn với một 
trường vận tốc cùng loại và trường này sẽ chỉ được xác định đối với 
khoảng cách r > Ẩ. Đó là trường hợp khi có một vật cản hình trụ bán kính 
R có mặt ở trong lòng chất lưu (hình 8 và 14): trường vận tốc là không 
xoáy (rotở) = Õ, nhưng lưu thông của 2 lại khác không trên tất cả các 
đường cong bao quanh hình trụ. 


3.3. Sự tương tự từ tính 
Trường vận tốc của gió xoáy gợi nhớ từ trường tạo ra bởi một hình trụ dài 
vô hạn bán kính a, trong đó có các dòng điện thể tích mật độ đều ÿ = J£. 
chạy qua. Trường này thực tế có cấu hình: 
*VỚIƑ<4: Bữ)=“2~& : 
=„^2 

svớir>a: Bœ@)= t9“ a. 

2r 
Như vậy đáp ứng trường hợp giới hạn của cuộn xoáy là trường hợp một 
dây dẫn vô hạn chạy qua bởi cường độ dòng điện l=jnd", tạo ra từ 


trường 8ứ) S0 Ó 

2nr 
Sự tương ứng hình thức này không phải là ngẫu nhiên. Thật vậy, đối với 
một dòng chây không thể nén được, thì trường vận tốc của chất lưu tại 
mọi điểm của không gian sẽ tuân theo các phương trình vi phân: 


divØ=0 và roLở =2Ö. 


bán kính r >a 


ö 


H.23. Lưu thông của vectơ vận tốc 


đọc theo một đường dòng hình tròn 
bán kính r, phụ thuộc vào cách chọn 
đường này (r <a hay r > q). 


H.24a. Trường vận tốc của một gió 
xoáy với việc thế hiện sự biến dụng 
của một hạt chất lưu. 


ỊR nước vào 


khu xoáy 
trung tâm 


nước 
lai ra 
H.24b. Sự thực hiện thực tiễn một 
cuộn xoáy. Ở chế độ ổn định, nước 
chảy vào tiếp tuyến với mặt trên và 
thoát ra qua một lỗ ở tâm mặt đáy 
của hình trụ. 


Một từ trường không đối tuân theo cùng những phương trình như nhau: 
divB=0 và rọrB= Họ/- 

Phương trình thứ nhất mô tả một tính chất nội tại của Ø, cũng như 

divz# =0 biểu diễn một tính chất nội tại của trường vận tốc của mọi dòng 

chảy không thể nén được. 


Phương trình thứ hai liên kết trường Ø với nguôn của nó là dòng điện, 
còn roL=2Ó_ cũng gắn ö với nguồn của nó là vectơ xoáy ©. 
Ta hãy tổng quát hóa kết quả này: nếu hai bài toán, một là từ tĩnh và một 
là dòng chảy không thể nén được. biểu thị cùng những tính đối xứng, 
cùng những điều kiện ở các giới hạn và cùng những phân bố “nguồn” như 
nhau, thì khi đó các nghiệm (nghĩa là biểu thức của trường ÖØ và của vận 
tốc ¿') sẽ giếng hệt nhau về mặt hình thức. 
* Trường vận tốc của một chất lưu đang trong dòng chảy không thể 
nén và xoáy, tuân theo các phương trình vị phân: 
rotở=2@ và divø =0. 
* Trường từ tĩnh tuân theo: - 
rot Ð = Hhạj và divB =0. 
Sự tương tự từ tĩnh tìm thấy một sự minh họa lí thú trong "vòng tròn khói" 
như ở trên miệng núi lửa (1.25) : vòng khói này có thể được mô tả như 
một vòng xoáy lốc dạng sợi chỉ tương tự như một vòng dây tròn trong có 
dòng điện ¿ chạy qua. Vòng xoáy lúc này được đặc trưng bởi lưu thông Œ 
của nó, đồng nhất đối với tất cả các đường cong kín bao quanh vòng xoáy 
một lần (26). 
Chí ý: 


Nhớ răng vectơ xoáy là một vectơ trục được xác định bởi © = HN , vậy 


die của nó triệt tiêu: divQ =0. Các đường sức Của trường vectở Q là 
các đường cong kín. Tình hình cũng như thế đối với các đường súc của 
Trường vectơ mật độ dòng thể tích ÿ trong gân đúng các chế độ dừng: 
div/ =0. 


đường vòng dây có 
XOáy đòng điện 7 
- chạy qua 
Q dyq 
đường đường sức =4 
dòng của trường # 


vòng tròn khỏi từ trường do một dòng điện tròn tạo ra 


H.26. St tương tự giữa một vòng tròn khói và từ trường do một đòng điện tròn tạo ra. 


vòng khói tròn 


„~ núi lửa 


H.2§. Vòng khói tròn trên niệng núi 
tứa. 


Zl§ dụn Z 


Đòng xoáy đều giữa hai mặt phẳng vô hạn Điều này cho ta dáng đi của hình 26. 
Hãy xác định trường các vận tốc của một chất 
lưu kết hợp với một phân bố dòng xoáy đều, hữu 
hạn giãa hai mặt phẳng vô hạn, song song cách 
nhau một khoảng 2a. Vectơ Q CửHg SOI SOHĐ 
với hai mặt phẳng (hình 27). Ta thừa nhận tính 


z| = Œt. 


liên tục của vận tốc Ở 


H.27. Đòng xoáy dêu 
giữa hai mặt phẳng vô 


: s H28. Trường các vận tốc liên quan đến một dòng 
hạn @Q =Quéy đối với 


xoáv đều giữa hai mặt phẳng vô hạn. 


—đ < -= < ú Yà bằng _ : W "`... .. 3# : 
LẠ: hãy bàn luận về giả thiết "tính liên tục của 


không ở chỗ khác 


z vận tốc tại |zÌ = #". 
Bài toán hoàn toàn tương tự bài toán phải tính `. 
Vectơ từ trường Ö chỉ chịu một sự gián đoạn, 


một trường được tạo ra bởi mệi phân bố các TANG, An Nhà 
nếu về cục bộ tồn tại một mật độ dòng điện mặt 


dòng điện cùng loại. Bản đồ topo của ở tại mọi ' : : SG 

điểm giống hệt bản đồ topo của B8 có dạng /; khác không (B,2~ B4 =ọj AMI2; Xem 

B= B)¿, trong đó B(z) là một hầm lẻ của z: k2 61204 10 1022000 0A20007 - 

Thế mà, chỉ có mình mật độ dòng thể tích 7y vô 

rOL 2 = rot({2)¿, ) = grad Đ{đ) Ayv = dư) Ếù hạn trên một bẻ dày nhỏ là có thể tạo ra mật độ 
dc. dòng điện mặt /, này. 


đ:{) 


“Nếu | z|<a: ở, =2Qpõ,,, hay ¿{z) =2Q0z. Vậy, ngay khi một mật độ dòng thể tích là hữu 


hạn khắp mọi nơi. thì Ø bao giờ cũng liên tục. 


N dœ(z). SA ÂN sờ ... ẽ An. 
Nếu | zÍ>a: ¿v =0, hay 0(z)= 2Qạa Như Vậy, sự tương tự từ nói trên cho phép ta viết 
dy - rằng ¿ là liên tục khấp mọi nơi, vì ©_ là hữu 

bởi sự liên tục của ¿{z) Lại z = đ. hạn khắp mọi nơi, đặc biệt ở z= đ và z= ~d. 


4 Dòng chảy không xoáy 


` KÀ .~“ 
4.1. Dòng chay thể 
Như ta đã biết, một dòng chảy không xoáy phải sao cho tại ¿zø¿ điểm 
trong không gian đều thỏa mãn: rơi ¿=0. 
Lúc đó sẽ có một vô hướng ÿ kết hợp với ¿ sao cho Z = grad@ .- Vô hướng 
này được pọi là thế của các vận tốc. Nó chỉ được xác định sai kém một 
hằng số cộng. Hơn nữa, nếu dòng chảy là không thể nén được, thì ta có 
div ø=0, từ đó div (prad$g)= A$ =0. 


T4 


» Một dòng chảy không xoáy, được gọi là dòng thế: tại mọi diểm của 
dòng chảy, thế của các vận tốc ¿ phải thỏa mãn ø = øradộ . 
® Nếu dòng chảy là không thể nén được, thì $ tuân theo phương trình 
LAPLACE: 

A¿ =0. 


4.2. Tính chất của thế các vận tốc 


Hệ thức ¿= gradQ buộc rằng trường các vận tốc phải trực giao với các 
mặt È = cte (trừ khi nếu ở cục bộ, vận tốc triệt tiêu) (hình 29 và 30). 


ANH. 


///// 


àN 


Ủ/ 


b) 
H.29. Dòng chảy thế trong một nhị diện góc s. a. Các đường dòng và các đường @ = cle trực ø1ao nhau. b. Các dáng đi 


của vận tốc. 


a) 


` + F vã ˆ . +^ “ T + ` ` ` “ k + ˆ Ta h 
H.30. Đòng cháy thế trong một nhị diện góc Fï ).a., Các đường dòng và các đường È = cte trực giao nhau. b. Các dáng đi 


của vận tốc. 


Các thành phần vận tốc biến đổi theo ¿ (trong trường hợp dòng chảy 
phẳng chăng hạn): 

Ñ$(x,y,/).. 

P “ 
h ọ cx 
® trong tọa độ Descartes: /(x, y,f) = 
Ệ A , 

lÀ 10 PL: 


y 
êy ï 


Ø‡(r.9,/) _ 


` êr 
: {r.8,f)= 
* trong Lọa độ cực: ôbg0.0.r).. 


rao 


r 


4.3. Sự tương tự tĩnh điện 
Các định nghĩa trước đây gợi ra các quan niệm khác về tĩnh điện: trường 
tĩnh điện # là trường có roLE=0. Nó được kết hợp với một thế tĩnh 
điện V sao cho #=-— pradV. 
Trong một miền không có điện tích, thì div £=0. Trong miền này, điện 
thế cũng tuân theo phương trình LAPLACE AV =0. 
Các đường sức của trường £ đều vuông góc với các mặt đẳng thế. 
Khi đó tồn tại một sự tương tự hình thức mới, làn này lại gắn trường các 
vận tốc của chất lưu với một trường tĩnh điện. 
» Trường các vận tốc của một chất lưu đang ở dòng chảy thế (không 
xoáy và không thể nén được) có: 
ø trực giao với các mặt ¿ = cíc. 
divø =0, hay A$ =0. 
*° Trường tĩnh điện trong một miền kh ›ng có điện tích : 
rot =0, do đó tôn tại một vô hướng V sao cho #=~ gradV. 
E trực giao với các mặt  = ctc. 
divE=0,hay AV =0. 


Do vậy, hai bài toán được kết hợp, biểu thị cùng các đặc trưng hình học 
và cùng các điều kiện ở giới hạn, sẽ có cùng một lời giải hình thức. Ta sẽ 
minh hoạ kết quả này trên nhiều ví dụ khác nhau. 


4.4. Ví dụ về một nguồn hay một giếng hai chiều 
Bài toán về phép tính trường tĩnh điện E được tạo ra bởi một dây dẫn 
thẳng dài vô hạn. tích điện đều với mật độ điện dài ^. là bài toán cổ điển. 
Tính đối xứng trụ của bài toán và các tính chất của mọi trường E (xem 
H-prépa, Điện từ học, năm thứ nhất bao hàm một trường có dạng 
E=E(Œ)ẽ, (h.31). 

Việc áp dụng định lí GAUSS cho một hình trụ bán kính r và chiều cao h 
nào đó dẫn đến (.32): 


AunbrEudsef: nghĩa là EŒ)= : 
Eọ 2tEqr 


Trường này được xác định trong toàn không gian, trừ chính dây dẫn: 
không gian này không có điện tích và £ như vậy thỏa mãn đầy đủ các 
điều kiện ở §4.3: div =0. 

Dòng chảy thế tương tự động lực học các chất lưu phải có một trường vận 


tốc của chất lưu (h.33) dạng z = kg với div2=0. 
rẾ 


sợi dây vô hạn 
tích điện ^À 


Ị hình trụ 
“—.... chiêu cao Ö 


H.32. Việc úp dụng định lí ŒAUSS 
cho một hình trụ bán kính r và chiều 


ẻ 


cao h dẫn tới E(r)= m: 


3z 
2n, 


Trường là được tạo ra bởi một sợi Trường ? được tạo ra bởi một nguồn 
dây vô hạn tích điện đều vô hạn có lưu lượng dài đều. 
H.31. Sự rường tị tĩnh điện giữa một nguồn và trường tĩnh điện tạo ra bởi mỘI xơi dây 
tích điện dêu. 
Ta hãy đặc trưng cụ thể hơn dòng chảy thế nói trên. Vận tốc của chất lưu 
tiến tới không khi z tiến tới vô cực: chất lưu đứng im khi ở "xa vô cùng” 
đối với trục (Óz). Thông lượng của ¿ được bảo toàn hoàn toàn qua mọi 
hình trụ chiều cao và bán kính r: ® =2trht(r) = 2nhk. 
Thông lượng khác không này dường như mâu thuẫn với div ở =0. Lại một 
lần nữa, vận tốc không được xác định ở r = 0, và trục (Ởz) cấu thành một 
'ập hợp các điểm dị thường. Thật vậy, cũng giống như sợi dây tích điện là 
nguồn của trường tĩnh điện, trục (Øz) là khởi thủy của dòng chảy đang xét: 
Phải coi trục đó như đang phát ra hay đang thu nhận chất lưu. Thông lượng 
của ¿ đi qua một hình trụ bán kính r nào đó và có độ cao h lúc đó sẽ tạo 
thành một đặc trưng của dòng chảy, cũng như là lưu thông của ø trong hợp 
của xoáy nước. Thông lượng này biểu diễn một lưu lượng thể tích trên đơn 
vị dài của trục (Óz), được kí hiệu là 2¡ chẳng hạn, và giữ vai trò tương tự 
vat trò của mật độ điện tích 2À. trong mô hình tĩnh điện: 
3 ca, le! TU 2 
®=hD\ =2nhk nghĩa là 0= ——ở,. 
2nr 

Bản đồ dòng chảy giống hệt nhau trong mọi mặt phẳng trực giao với trục 
(Óz): tùy theo Ø¿¡ là dương hay ầm, trục này được coi là nguôn hay giếng 
hai chiều. Một ống tưới mịn được đục vô số lỗ nhỏ phân bố đều trên bề 
mặt, cho ta một hình ảnh đúng về nguồn được nghiên cứu. 


Tương ứng với dòng chảy thế là một thế các vận tốc $ sao cho : 
¡dự Dự 
dụ =. dr,hay =———lnr+K. 
2r 
Hằng số K phải được xác định một cách tùy ý bằng cách buộc gốc ÿ =0 
ở mội giá trị đặc biệt nào đó của z. 


Trường các vận tốc của một nguồn hai chiều có lưu lượng dài D¡ là 


D - ^ “ ~ 
é„. Trường này dân xuất từ thế ÿ = 
2nr 2m 


vì vÌ 


Đ= lnr+K. H.33. Trường các vận tốc cúa một 


nguồn hai chiêu. 


T7 


B Cách dựng một dòng chảy 
bằng chồng chập 


5.1. Nguyên lí chồng chập 

Các mô hình đơn giản mà ta vừa mô tả cho phép xây dựng các dòng chảy 
phức tạp hơn bằng cách dùng phương pháp chồng chập theo một nguyên 
lí đã gợi ra trong điện từ học. 

Tính tuyến tính của các phương trình vi phân chi phối một dòng chảy cho 
phép phân tích một bài toán đã cho thành một tổng các bài toán đơn giản 
tương ứng với các dòng chảy có vận tốc ¡1,›,.... ở... 


Dòng chảy đáp ứng bài toán tổng thể lúc đó sẽ được đặc trưng bởi: 


Ủ =Ú1 + Ủy Ti +... 


“ 


p dụng & 


Sự chồng chập của một giếng hai chiều Chú ý: 

và một xoáy nước : : "ha. .. 

ï : : ® 7Trường này nghiệm đúng rotD =0Ù với r > 0, 

Hay xác định trường các vận tốc do sự chồng 

chập một giếng hai chiêu (lưu lượng đài D\y ) và 
một xoáy nước (lưu thông C}) có cùng trục. 


Nhưng lưu thông của vectơ vận tốc ö Trên 
một vòng tròn bán kính r > 0 lại bằng C, khác 
`... ` không, vì tôn tại một nguồn xoáy nước ởr = 01 

Hãy biểu diễn các đường dòng. ỹ l7 hóp n 
® 7Trường này nghiệm đúng dìv¿ =0 với r > 0. 


¬... `. ĐI. . 
® Đối với giếng: ¡ =— 5 vl đ. Nhưng thông lượng đi ra ® của 0 qua một hình 
TƯ z Z . > 
trụ chiều cao h và bán kính r > 0 lại bằng hD\y, 
b Go ` 
® Đối với xoáy nước:  = 5 q- khác không, vì tôn tại mội nguồn trường ïqi r = 0 1 
TL 


Do sự chồng chập, ta có: 


`. | : 
})—j) = D, 2 c3 : 
0U, l6 2827798/4//900/)/ .. 
Các đường dòng được cho bởi: 
dr Si rd8 dr ¬ Đụd0 


ha 
Uy — tụ : r C 


vÌ 


do đó r=rg c|~ đối với các đường 


xoắn ốc loga (h.34). 


H.34. Các đường dòng khi có sự chông chập của một 
giếng hai chiều và một xoáy nước. 


Bây giờ ta sẽ triển khai cùng phương pháp này trên một ví dụ dòng chảy 
xung quanh một vật cản. 
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5.2. Lưỡng cực thủy động lực 
Ta hãy xem xét sự kết hợp một nguồn hai chiều (lưu lượng Ð,¡ ) và một 
giếng cũng hai chiêu (lưu lượng —Ð(¡ ) ở gần nhau (như vậy hai lưu lượng 


đối nghịch nhau). /#ình 35 cho ta thấy rõ sự mô phỏng của dòng chảy thu 
được. Ta sẽ biểu thị nó bằng giải tích. 


` 


⁄2È⁄< `6 
SÑ` Z2/©/ 


H.35. Trường các vận tốc liên quan đến dòng cháy của một — H.36. Các đường dòng của trường tĩnh điện được tạo ra bởi 


lưỡng cực thủy động lực. một lưỡng cục tĩnh điện (tập họp hai điện tích điểm (—q. +q)). 


Ta có thể nêu lên các nhận xét gì về dòng chây này? 

s Các đường dòng là các vòng tròn (điều mà ta sẽ chứng minh chặt chẽ). 

* Trường các vận tốc này rất giống trường tĩnh điện được tạo ra bởi một 
lưỡng cực tĩnh điện gồm hai điện tích đối xứng (—g và +4) rất gẫn nhau so 
với khoảng cách quan sát (h.36), nhưng trong trường hợp này, các đường 
dòng không phải là các vòng tròn. 

Lưỡng cực này được gọi là lưỡng cực thủy động lực. Nhờ sự tương tự tĩnh 
điện, ta thu được lưỡng cực này bằng cách chồng chập hai trường tạo ra 
bởi hai đường dài vô hạn được tích điện ~À và +^ trên đơn vị dài, rất gần 
nhau so với khoảng cách quan sát. 

Đụ 1 


—-, có thế là : 


Ở A(r, Ô), ta chồng chất trường ¿¡ =— 5 
TU 1 lái 


của một giếng hai chiều trục (Øz), cắt mặt phẳng của hình 37 ở AI 


THÊ sẻ in lộ : Ẫ _ Di £ 
Œìạ=A,M), và trường › =+ vị ˆ2 


: D ý 
có thế : $› = mi Inr›2 + K¿, của 
2m 12 2T 
một nguồn hai chiều có cùng trục, cắt mặt phẳng của hình vẽ ở 


Á¿ (3 = AM) với AiAs =2d<<n, và m (vậy d<< r) (h.31). 


: an .. ha... _ Hong: 
Đòng chảy do sự chồng chất của 2¡ và 2; sẽ có một thế $ sao cho : đá ả 
D š H.37. Cúc kí hiệu được dùng để 
$ =ủi +ủ› -Ÿtn| 2Ì, K". nghiên cứu lưỡng cực thủy động lực 
2m 1 (d << r). 


T9. 


Chọn gốc của thế này ở Ó (điểm giữa của 4¡4a ), ta được : 


&C thị | 
27m 1 


: : : ¬"..Ầ.. 2 . 

Các đường $ = clc tương ứng với các điểm sao cho -~“=cte, nghĩa là 
1 
tương ứng với các vòng tròn. Như vậy các đường trực giao cũng là những 
vòng tròn, như hình 38 đã chứng tỏ. 
ñ_ và rạ được biểu thị theo các tọa độ r và 9 của điểm Äƒ : 
SN 

® H mựT +d?—2drcos9 : 


Ô) 2 
®' Wấ =r?+d°+2drcos9.. 


Khi thực hiện các khai triển giới hạn ở bậc I (số hạng thứ nhất khác 
không của khai triển giới hạn), ta được: 


2dcos0  đẺ 
Ỉ + 


tệ =r? + dˆ —2drcos9 =rỶ 2 |; Nay 2 xrÍ 


* 


dcos9 ) 


` ú r Ề 
° : sở 
r =r7 + 4ˆ + 2drcos0 = nh . vố] „hay n1x~ + DEk: ND 
r r? : 
V0 Ẫ S2 code H0 SỐ 
1 r 2 £ 


Ta có thể kết hợp với lưỡng cực thủy động lực hai chiều này một "mômen" : 
D=2dD\éy. 
Tương ứng với thế $ là trường các vận tốc =1 +; có dạng: 
F 
2rr 


ĐC (cosÖ ¿„ + sinÐ ái ). 


2 


Chú ý rằng các đường dòng của lưỡng cực thủy động lực rất gần với các 
đường dòng của hệ giếng-nguôn ngay khi r vào khoảng r > Sở (ñ.39). 


các đường 


hệ 
giếng-nguồn 


lưỡng cực 
thủy động lực 


các đường 
trỰC Ø1AO 


H.38. Các đường dòng liên quan đến sự chồng chập cúa — H.39. Các đường dòng của lưỡng cực thủy động lực và các 
một giếng và một nguồn (lưu lượng bằng nhau vẻ môđun) — đường đòng của một hệ giếng — nguồn khác nhau rất í. 
là HÏHữ1g vòng tròn. 
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Một lưỡng cực thủy động lực được cấu tạo do sự chồng chập của một 
giếng (—D4¡) và một nguôn (+D¡) hai chiều rất gần nhau (khoảng 
cách d) so với những khoảng cách quan sát r. 
Thế của trường các vận tốc được xác định trong hệ tọa độ trụ theo : 

_ “Đụiđ cos9 


œ : 
T r 


5.3 Dòng chảy xung quanh một vật cản hình trụ 


Trong một dòng chảy thoạt tiên là đều với vận tốc Vọ =øp,, người ta 
nhúng một hình trụ thẳng, bán kính a, chiều dài vô hạn, có trục trực giao với 
Vọ (hình 40). Vật cần này sẽ làm thay đổi trường các vận tốc của chất lỏng 
như thế nào? Nói chính xác hơn là ta phải tìm một dòng chảy mới có thể xảy 
ra khi có mặt vật cần này, nó đóng vai trò của một kiểu thế. 

Thực ra, ta đã đưa vào một điều kiện bổ sung cho các giới hạn: chất lỏng 
không thể có vận tốc trực giao với hình trụ ở chỗ tiếp xúc với nó. Với 
cách chọn tham số trong tọa độ cực trên mặt phẳng hình vẽ (h.4I), thì 
điều này được thể hiện như sau: 

dù 6 thế nào, thì ta vẫn có z„(r=a,9)=0 (chất lỏng không thể xuyên 
thấu vào vật cần). 


Ở "vô cùng" xa vật cản này, dòng chảy phải rất đều, nghĩa là: 


lim ở = øg#y. 
rœ 


Điều kiện thứ hai này gợi ra "ý nghĩ" coi dòng chảy như là sự chồng chập 
của một dòng chảy đều nguyên thủy kí hiệu ở = öp£, và một dòng chảy 
bổ sung 2; (mà ta sẽ lựa chọn thế); Sự chồng chất của hai dòng chảy bảo 
đảm các điều kiện ở giới hạn. 
Dòng chảy 2; tìm thấy phải tiến tới Ó ở vô cực và nghiệm đúng cho dù Ô 
có giá trị như thế nào : 
(a,8) =0 = øacos9 + ø2„(a,Ø), nghĩa là z2„(a, Ô) = —øocosÔ . 

Trước đây, ta đã từng gặp trường của một lưỡng cực thủy động lực có 

D 
2nr 


dạng 2 = 


5 (cosØ ¿„ + sinÐ & }. 


Kiểu dòng chảy này có thể biểu diễn dòng chảy Ø; mà ta phải tìm với 
điều kiện là: 


=-uạ, do đó p= ~2n 4 20ụ.. 
2na 


Như vậy, ta sẽ có được dòng chảy phải tìm xung quanh vật cản hình trụ 
bằng cách chông chất trường „ của một lưỡng cực thủy động lực có 
mômen ö = —2n đ Zg lên trường 7¡ đêu. Trường tổng hợp trong tọa độ 


cực, khi đó có dạng : 


2 2 
Ö = 0gcosÐ | -Sh — 0p sin8 [ th : 
r r 


Dáng đi của các đường dòng được biểu diễn trên hình 42. A và B là các 
điểm có vận tốc triệt tiêu (hay các điểm dừng). 


hình trụ 
bán kính a 


x 


H.40. 7Trong một dòng chảy thoạt 
tiên là đều, vận tốc Vọ = 0ugề, (vận 
tốc của chất lỏng ở xa vật cản), 
người ta nhúng vào mội hình trụ 
thăng, bán kính a, chiều dài vô hạn 


và trục trực giao với Vọ. 


H.41. Hệ tọa độ dàng để biếu diễn 
trường các vận tốc. 


H.42. /2òng cháy thế xung quanh một hình trụ. Các điển A— H.43. Dòng cháy của một chất lòng xung quanh một hình trụ 


và B là các điểm vận tốc triệt tiêu. đang quay. Các điểm A và B là các điển vận tốc triệt tiêu. 


Cuối cùng. ta có thể chồng chất một cuộn xoáy ¿3 = 


á; lên trường này. 
: 


Lúc đó, trường trở thành: 
2 
h lí |b q” C †. 
Ö = 0ncos68 | l~—— lẻ; +| —uy sinÐ | l+—> |+>—— |4: - 
r2 ph 2n 

Nó biểu diễn dòng chảy xung quanh một hình trụ đang quay. Hình trụ này 
có khuynh hướng kéo chất lỏng đi theo (0.43). Điều này tương ứng với 
các bản vẽ sơ đồ trên các hình 8 và 14, trong đó ta đã chỉ rõ vị trí của 
lưỡng cực. 


) Để luyện tập : bài tập 7 


Zb dụng Ø 


Tính chất của một trường vận tốc VỚI : 
Giả sử có trường vận tốc như trên: _ đ lu : đ” Ïl> 
ði = bạcosÔ [ Í —~z |Ér —Đọ sinÐ I+= l4. 

) 0| 1 đ |, mỘ | Í ¬ ‡ ? : 
ø =tpcos0| I—— lở. +| =dpysinÐ | [+ —~ |+—— 

r2 ú r2 21tr `. €C 

và  = ả 
2mrr 


1) Tính divÐ và roLö đối với r > 0. U 1U c. n. : 
* Ta biết răng d¡ là một trường có "bản chất tĩnh 


2) Cho một hình trụ chiều cao h, bán kính a và . B 3 
điện”, do vậy roLii =0. 


đáy là một đường cong € nào đó bao quanh 
hình trụ này. Các nguồn của trường này được đặt ở z =0, vậy 
* tìm thông lượng ra của vectơ vận tốc đi qua — ta cũng có divöi <0 đối với r > 0. 
hình trụ này? cAn VÀ "ï . s ⁄ HLA Tt TA 
ý - : mm. ® Ta biết rằng ¿; là một trường có "bản chất từ 
® Tìm trị SỐ lưu thông của vecld VẬH IỐốC trÊH —- " ni 
đường cong #2 tĩnh”, do vậy div¿; =0. Các nguồn của trường 
1) Vận tốc ở có thể được biểu thị dưới dạng: này đều ở tại r = 0, vậy ta cũng có đối với r > 0: 


ö =1 tổn, rot¿› =0. 
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Thành thử đối với r > Ö ta có : 

rot(] +) =roL =0 và đív( +¿2)=div2=0., 
2) Bao giờ ta cũng sử dụng cùng một cách phân 
tích. 

® Thông lượng ra của ¿ đi qua hình trụ bằng 


Chủ ý: 
- Thông lượng ra của vectơ vận tốc triệt fiÊU: có 
khả năng tìm được các trường vận tốc sao cho 


thông lượng này phái khác không, mặc dù 


không, vì lưu lượng của một lưỡng cực thủy #*2=0: 


động lực bằng không. - - Lưu thông của vectơ vận tốc là khác không đối 
® Lưu thông của ¡ trên đường cong #“thì bằng 
€C. Như vậy lưu thông khác không. Điều này là 
do sự kiện có mặt của một cuộn xoáy: điểm kì dị 
tạir=0. 


với r > 0 (tốn tại một điểm kì dị ở r = 0, do vậy 


lưu thông không triệt tiêu), cho dù trong miền 


đang xét, r0oL0 = Ô. 


G Phương trình LAPLACE trong vật lí 


6.1. Một số bài toán kết hợp với 
phương trình LAPLACE 
Các dòng chảy thế đưa vào một trường vectơ, trường các vận tốc ở của 
chất lỏng, và một trường vô hướng, thế các vận tốc È sao cho: 
U= pradb và A¿ð =0. 
Sự mô hình hóa này thực tế là chung cho nhiều bài toán vật lí: vả chăng ta 
cũng đã gợi ra một sự tương tự tĩnh điện với trường vectơ # và trường vô 
hướng V trong một miền không có điện tích: 
E= —grad V và AV=0. 
Nhưng kiểu phương trình này lại cũng được tìm thấy trong các bài toán 
sau đây: : 
* sự khuếch tán hại: 
- trường vô hướng: mật độ hạt n; 
- trường vectơ kết hợp: Jp =~-D grad ¡ vớt D là hệ số khuếch tán; 
- ở chế độ dừng: An=0; 
* sự khuếch tán nhiệt: 
- trường vô hướng: nhiệt độ 7; 
- trường vectơ kết hợp lo = —kprad7 với & là hệ số dẫn nhiệt; 
- ở chế độ dừng: A7=0; 
® Định luật OHM trong một dây dẫn: 
- trường vô hướng: điện thế V; 
- trường vectơ kết hợp j= =—Y grad V với y là độ dẫn điện ; 
- ở chế độ dừng: AV =0. 
Thực ra, trong tất cả các bài toán này, một hàm vô hướng g tuân theo 
phương trình LAPLACE Ag =0, và một hàm vectơ j gọi là dòng được kết 
hợp với ø bằng hệ thức: 
j=A grad g, 
trong đó A là một hằng số đặc trưng của từng bài toán. Hình học và các 
điều kiện ở giới hạn áp đặt cho một bài toán riêng kéo theo tính duy nhất 
của nghiệm của phương trình Ag=0. 
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Bởi vậy, hai bài toán được kết hợp với cùng những đại lượng như nhau 
hay với những đại lượng tương tự theo nghĩa đã gợi ý như trên, và biểu 
hiện cùng một cấu hình, thì đều có các nghiệm đồng nhất hay tương tự. 
Vả chăng, sự tương tự này đã được dùng nhiều trong các §3.3 và 3.4. 

Ví dụ sau đây, chung cho tất cả các bài toán đã được nêu rõ ở trên, chứng 
minh lợi ích của cách giải liên kết. 


6.2. Ví dụ chung 
Bài toán ở đây bao gồm một "nguồn” và một điều kiện rất đặc biệt ở các 
giới hạn: 
® nguồn là hai chiều, vô hạn và trùng với một trục (Óz) ; 
* giới hạn thứ nhất là một mặt phẳng vô hạn song song với trục của nguồn 
và cách nguồn một khoảng ở ; 
® "giới hạn" thứ hai là vô cực mà tại đó môi trường được coi là ở "trạng 
thái nghỉ" (hình 44). 
Cụ thể hơn nữa, bài toán sẽ được lập thành bởi: 
* trong vật lí chất lưu: 
- một nguồn hai chiều có lưu lượng thể tích Địn; 
- môi trường sẽ là một chất lưu lí tưởng có khối lượng riêng p, giả thiết 
đang ở dòng chảy thế; 
- mặt phẳng sẽ là một vách cố định tạo thành một vật cản dòng chảy ; 
* trong khuếch tán hạt : 
- một nguồn hạt phát xạ một mật độ hạt m¡ trong đơn vị thời gian và trên 
đơn vị đài của nguồn ; 
- môi trường sẽ được đặc trưng bởi hằng số khuếch tán D; 
- mặt phẳng sẽ là một vách không thấm các hạt bị khuếch tán ; 
® trong khuếch tán nhiệt : 
- một nguồn nhiệt có công suất dài 21; 
- môi trường sẽ được đặc trưng bởi hệ số dẫn nhiệt k của nó; 
- mặt phẳng sẽ là một vách đoạn nhiệt lí tưởng: 
* trong động điện: 
- một nguồn dòng được nâng lên điện thế V và "phát ra” một dòng vectơ 
7 xuyên tâm, đều và có cường độ dài 7¡: 
- môi trường sẽ là một dây dẫn thuần trở có độ dẫn điện +; 
- mặt phẳng sẽ là một vách cách điện lí tưởng. 
Với mỗi bài toán có thể kết hợp một hàm vô hướng ø tuân theo phương 
trình UAPLACE Ag =0, và một hàm vectơ được gọi là dòng sao cho: 

j= A gradg 
® Trong toàn không gian trừ nguồn, g tuân theo Ag =0. 
® Tôn tại một nguồn dòng hai chiều có lưu lượng dài Đ\. 
® Mặt phẳng giới hạn áp đặt tại mọi điểm của nó một vectơ dòng tiếp tuyến. 
® Vả lại, dòng còn phải triệt tiêu ở vô cùng. 
Khi kể đến các điều kiện ở giới hạn, thì tổn tại một nghiệm duy nhất đồng 
nhất cho tất cả các bài toán này. 
Nghiệm duy nhất này cũng có thể nhận được xuất phát từ một bài toán tương 
đương về hình thức, nghĩa là bài toán tôn trọng cũng những điều kiện như 
nhau ở các giới hạn. 
Tuy nhiên, ta hãy xem xét bài toán (b) là sự chồng chất của cùng một 
nguồn hai chiều và một nguồn thứ hai giống hệt, đối xứng đối với nguồn 
thứ nhất qua một mặt phẳng trùng với vách (trong bài toán thứ hai, vách 
này không còn nữa) (h.45). 
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'G—— 
—- 
nguồn 
vách 
H.44. Nguồn hai chiều trước mặt 
một vách vô hạn song song với trục 


của nguồn. 


vách 


nửa không gian 


bài toán (a) 


nguôn Ì ị nguồn 2 
bàntoán (b) 


H.45. 7ính: tương đương giữa các bài 
toán (a) và (Đ) trong nữa không gian |. 


Trong bài loán (h). la thu được vectơ dòng bằng cách chồng chập các 
dòng j¡ và js kết hợp với từng nguồn. Ở ngang mức mặt phẳng đối 
xứng, dòng tổng cộng tiếp tuyến với mặt phẳng, điều này coi trọng điều 
kiện áp đặt lên vách trong bài toán (a). 
Như vậy, trong nửa không gian ở phía nguôn. các bài toán (a) và (b) có 
cùng nghiệm như nhau. Các đường dòng 7 và đại lượng g kết hợp với bài 
toán (a) là do sự chồng chất cùng những đại lượng như nhau kết hợp với 
hai nguồn đồng nhất đối xứng đối với vách: 
3 :Ð) Ền Cạ, 
/ˆ_= 
2m\ n a 
D 
#=>—_-lnnn +cte. 
21A = 


Cụ thể, trong trường hợp của dòng chảy chất lưu: 


D Cn lộ 
vÌ Miáb cac. 


U>=—== 


2n | n lo 


D 
œ =—Y*Innn +Cle. 
2n 


Bản đồ dòng chảy được biểu diễn rrên hình 40. 


c.3-z~e~~” 
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H.46. Trường các vận tốc của dòng cháy cúa một nguồn đối diện một mặt phẳng. 
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ĐIỀU CẦN PHẢI NHƠỚ 


TRƯỜNG VẬN TỐC CỦA MỘT CHẤT LƯU 

» Đối với một dòng chảy bất kì, sự biến đổi của một hệ nguyên tố chất lưu tổ hợp ba khía 

cạnh cục bộ: giãn nở, quay và biến dạng. 

+ Giãn nở 

Ở cục bộ, hệ số biến thiên thể tích tương đối trong đơn vị thời gian bằng đive của trường 

1 õ(At) 
Át 


các vận tốc: — 
ỗf 


=divø. Trường các vận tốc của một chất lưu cho ta biết về độ giãn 
nở của nó nhờ đỉive vận tốc của chất lưu. 


.- D 
Nếu divø =0, thì ta có một dòng chảy không thể nén được : mm =0. 
f 


»° Quay 

Ở cục bộ, trường các vận tốc của một chất lưu có thể đồng dạng với trường các vận tốc của một 
vật rắn có vectơ quay tức thời © . Sự quay đặc biệt này (sự xoáy) của chất lưu tại một điểm Aƒ 
sẽ tồn tại nếu rota của trường vận tốc : rotø =2Q (O biểu diễn vectơ xoáy) khác không. 

Ở cục bộ, trường vận tốc của một chất lưu cho ta biết về sự tôn tại các khu xoáy trong chất 
lưu này nhờ rota của nó. 

+ Các đặc trưng của một dòng chảy 


Một dòng chảy mà đối với nó trường vận tốc Euler độc lập với thời gian /, được gọi là dòng 
chảy dừng (độc lập với thời gian): 
?=ø( với SP «ũ. 
ôt 


Trong một dòng chảy dừng, lưu lượng khối là như nhau qua mọi tiết diện của một ống dòng. 


Một dòng chảy không thể nén được là một đòng chảy mà đối với nó đivø triệt tiêu ở khắp 
mọi nơi: div 0(Ä,£) =0. 


Trong một dòng chảy không thể nén được, lưu lượng thể tích được bảo toàn qua mọi tiết 
diện của một ống dòng. 


Trong một đòng chảy không xoáy, vectơ xoáy triệt tiêu tại mọi điểm không gian, ø có lưu 
thông bảo toàn và các đường dòng không thể được khép kín. Nếu vectơ xoáy khác không tại 
ít nhất là một điểm đã cho trong không gian, thì đòng chảy gọi là dòng xoáy. 


s Thành phần pháp tuyến của vận tốc một chất lưu đối với một vật cản cố định thì bằng không. 
 DÒNG CHẢY PHẲNG KHÔNG THỂ NÉN ĐƯỢC 


* Khi có một dòng chảy phẳng không thể nén được, thì có thể xác định một hàm v/ 'hàm 
đòng", sao cho ø = rot lự (x, wÐẽ, ] = pradự (x,y,f)A €„. 


Các đường cong 1 (x, y,f) = cte đồng nhất với các đường dòng ở thời điểm á. 
* Khi có một dòng chảy phẳng không thể nén được, thì lưu lượng thể tích °ˆ (0), ở thời 
điểm /, đi qua một mặt chứa các điểm A, Ö và độ cao b, được xác định bởi: 


®_ () =b[ÿ g()—w A0)]. 


#8 DÒNG CHẢY KHÔNG XOÁY 
- Một dòng chảy không xoáy và không thể nén gọi là dòng chảy thế: tại mọi điểm của dòng 
chảy, thế vận tốc ÿ thoả mãn hệ thức ø = grad@ . 


- Nếu dòng chảy là không thể nén, thì $ tuân theo phương trình gọi là phương trình 
LAPLACE: 
A¿) =0. 


4 SỰ TƯƠNG TỰ TĨNH ĐIỆN 
e Trường các vận tốc của một chất lưu ở dòng chảy thế (không xoáy và không thể nén được) : 
rotø = 0, do đó, tôn tại ÿ sao cho ø =gradộ . 
divø2 =0, nghĩa là A¿ =0. 
se Trường tĩnh điện trong một miền không có điện tích : 
rot E =0, do đó, tôn tại V sao cho E = -grad V. 
div E =0, nghĩa là AV =0 


SỰ TƯƠNG TỰ TỪ TĨNH 

* Trường các vận tốc của một chất lưu ở đòng chảy không thể nén được và xoáy: 
rotö=2@ và diyø =0. 

® Trường từ tĩnh: 


rot Ö = tạ / và div Ð=0. 


 NGUỒN VÀ GIẾNG HAI CHIẾU 
Trường vận tốc của một nguồn hai chiều có lưu lượng dài D¡ thì bằng: 


.— Đụ. 
ú=_— é,, 
2rr 


Ặ DĐ 
Trưởng này xuất phát từ một thế È = = lnr+K. 
T 


 LƯỠNG CỰC THỦY ĐỘNG LỰC 
Một lưỡng cực thủy động lực được cấu thành bởi sự chồng chập của một giếng (—D\¡ ) và 
một nguồn (+ ) hai chiều rất gần nhau (ở khoảng cách đ) so với các khoảng cách quan 
sátr. 
Thế của trường các vận tốc được xác định trong hệ tọa độ trụ bởi: 

Du cos6) 


$©œ=_- M” 
74 r 
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IZ : Â 
1. Hãy tìm các đặc trưng cho dòng chảy. Có tồn tại 


ÂP DỤNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG một thế các vận tốc không ? 
Đối với dòng chảy này, hãy xác định: 
1 Dòng chảy giữa hai hình trụ đang quay a. Phương trình các đường dòng. 


Dòng chảy giữa hai hình b. Phương trình các quỹ đạo. Bình giải. 


trụ trục (Ởz), đang quay 
được xác định bởi trường 
Euler các vận tốc (trong 
tọa độ trụ) như sau: 


ø -[ar+#]a 
r 


Trường các vận tốc này có tương ứng với : 
* một dòng chảy dừng không ? U(ky,k©0). 
* một dòng chảy không thể nén được không ? 


2. Tính gia tốc của một hạt chất lỏng. 
3. Hãy biểu diễn sự biến đổi của một "hình vuông” chất 
lỗng cạnh a giữa các thời điểm / và + đi. Bình giải. 


† Dòng chảy hai chiều: ø(ky,kx,0) 
Trường Euler các vận tốc của một dòng chảy hai 
chiều được xác định (trong hệ tọa độ Descartcs) bởi: 


1. Hãy nêu các đặc trưng cho dòng chảy. Có tốn tại 


® một dòng chảy với các vùng xoáy không ? một thế các vận tốc không? 
Hãy kiểm tra xem liệu các điều kiện ở giới hạn trên Đối với dòng chảy này, hãy xác định: 
hai hình trụ có đúng không? a. Phương trình các đường dòng. 
Có tôn tại một thế các vận tốc không? b. Phương trình các quỹ đạo. Bình giải. 
2. Tính gia tốc của một hạt chất lỏng. 
2 Dòng chảy ở bên trên 3. Biểu diễn sự biến đổi của một "hình vuông" chất 
một mặt phẳng dao động lỏng cạnh z giữa các thời điểm ¿ và r + di. Bình giải. 
Dòng chảy giữa một mặt y 


Ð Dòng chảy hai chiều: ø(—ky,kx,0) 
Trường Euler các vận tốc của một dòng chảy hai 
chiêu được xác định (trong tọa độ Descartes) bởi: 


0(—ky,kx,0). 


phẳng dao động (y = 0) và 
vô cực (y vô hạn) được 
xác định bởi trường Euler 
các vận tốc dưới đây 
(trong tọa độ Dcscartcs): : : 
Ầ l 1. Hãy nêu các đặc trưng cho dòng chảy. Có tồn tại 
- €OS(G7 — kY)€y. một thế các vận tốc không ? Đối với dòng chảy này, 


U=dc- 


Trường các vận tốc này có tương ứng với: nãy xác định: 
a. Phương trình các đường dòng. 
b. Phương trình các quỹ đạo. Bình giải. 


2. Tính gia tốc của một hạt chất lỏng. 


® một dòng chảy dừng không 2 
® một dòng chảy không thể nén? 


* một dòng chảy với những vùng xoáy? "..= tên đo nà vậi z 
: ề Ỳ ° ề 3 3. Biểu diễn sự biến đối của một "hình vuông” chất 


Kiểm tra xem liệu các điểu kiện ở các giới hạn CÓ _ lỏng cạnh a giữa các thời điểm r và r + d:. Bình giải. 
đúng không? 
Có tồn tại một thế các vận tốc không? : l ¡ : Ề 
Ố Hàm dòng của một dòng chảy phăng 
Š Dòng chảy hai chiều: ø(kx,ky,0) không thê nén được 
Trường Eulcr các vận y l. Chứng minh rằng đối với mọi dòng chảy phẳng 
không thể nén, được xác định trong hệ tọa độ 
Descartes bởi: (»y,0y), thì đều có thể kết hợp một 
hàm vô hướng vw/ (hàm dòng) sao cho: 

ðy Ồx 


tốc của một dòng chây 
hai chiều được xác định 
bởi: 

0(kv,ky, 0) 


trong tọa độ Descartes. 


2. Chứng minh rằng lúc đó Øgradq)=0 và từ đó 
suy ra rằng các đường cong của phương trình w = cte 
đồng nhất với các đường dòng. 

3. Áp dụng kết quả này cho các dòng chảy được xác 
định bởi các trường vận tốc sau: 

a. /(ky,kx); 

b. ø(—-ky,k*). 


VẬN DỤNG VỐN KIẾN THỨC 


'Z *Vật rắn Rankine 


1) Một nguồn điểm ba chiêu đặt tại Ó, điểm gốc của 
hệ tọa độ cầu, phát ra đẳng hướng một chất lỏng 
không thể nén được theo mọi chiêu trong không gian, 
với lưu lượng thể tích D, không đổi. 


dòng chảy 
đều 


nguồn 
Ö = tạ&x điểm S 

a. Xác định trường vận tốc ¿1 kết hợp với dòng chảy 
này. 

b. Dòng chảy này có phải là dừng? 

c. Có tồn tại một thế (p¡ của các vận tốc không ? 

d. Dòng chảy có không thể nén được không ? Tìm 
phương trình các đường dòng? 

2) Người ta chồng chất lên dòng chảy trước, một 
dòng chảy đều có dạng ở; = øgể„. 

a. Xác định trường vận tốc tổng hợp 2. 

b. Trường các vận tốc này có phải là trường vận tốc của 
một dòng chảy không thể nén được ở bên ngoài không ? 
c. Có tổn tại một thế @ (Z =grad@) của các vận tốc 
không ? 

d. Thiết lập phương trình tổng quát của các đường dòng. 
e. Chứng tỏ rằng tôn tại một điểm dừng (điểm có vận 
tốc triệt tiêu). Xác định phương trình các đường dòng 
đi qua điểm đó. 

f. Chứng tỏ rằng ta thu được cùng một dòng chảy 
bằng cách đưa vào trong một dòng chảy đều một vật 
rắn tròn xoay, được xây dựng xuất phát từ các đường 
dòng được xác định trong câu hỏi trên: vật rắn này 
được gọi là vật rắn RANKINE. 


ö * Dòng chảy đối xứng trục 


Một dòng chảy dừng không thể nén được có một sự đối 
xứng tròn xoay xung quanh một trục (zz). Trong tọa độ 


trụ, trường Euler các vận tốc của nó có dạng: 
ø = (0,2), 0, 2;(r,Z)). 


1. Chứng tỏ rằng có thể 3 


kết hợp với trường đó, một 
trường vectơ: 


A=wW 2® 
? 


sao cho ở = rotA. 
2. Hai vòng tròn 4 và s, bán kính rạ và rp có 
tâm ở trên trục (zz) tại các điểm có độ cao z4 và zp, 


giới hạn giữa chúng một mặt "hình ống" tròn xoáy 5 
(mặt hở). 


đĩa Dẹp 


mặt "hình ống" 


đĩa Dạ 


Chứng rỏ rằng lưu lượng thể tích của chất lỏng qua 
mặt 3) được biểu thị đơn giản theo hàm số w/ được 
định nghĩa ở trên. 


Lửi GIẢI 
1 Đồng chảy 0 -[a+2)à đặc trưng: 
r 


* một dòng chảy dừng vì trường các vận tốc 0, t), không phụ 
thuộc rõ ràng vào thời gian; 


* một dòng chảy không thể nén, vì vận tốc có dạng ?(7)= f(r)8& 
và do vậy có đïve triệt tiêu (xem chương 8); 


® một dòng chảy xoây có vectơ xoáy Q so cho: 


khi biết rằng m3] =0 (xem chương 8), thì ta viết dưới dạng: 
lồ 


0Œ) =(Arˆ + p® : 
£ 
Khi áp dụng công thức: rot(f A) = ftot(A)+ grad(f) A A, ta được : 
4i=niö= | (4ˆ -BŠ [-42 +88 t  ia” +BA® 
T ĩ T 


=2Arễ, A2 =2A8,, hay Q = Aể,. 


Ta nhận xót thấy đúng là ta có div (€3)= 


Đồng chảy này coi trọng các điệu kiện ở các giới hạn: vận tôc đúng là 


tiếp tuyến với hai hình trụ. Vì Q khác không. nên không tôn tại thế 


các vận tốc. 


SA Đồng chây 2 = ae” eos(@t— ky)€, đặc trưng: 

* một đòng chảy không đừng, vì trường các vận tốc 0(r,t) phụ 

thuộc rõ ràng vào thời gian; 

* một đòng chảy không thể nén. vì div () = 
Ồx 

* một dòng chảy xoáy, có vectơ xoáy @ (phụ thuộc thời gian), 

Sao Cho; 


=kqac" #[eos(ot ~ ky)—sIn(@œf— ky), 


Ta nhận xét thấy đúng là div (Q)=0. Vả lại dòng chảy này coi 
trọng các điều kiện ở các giới hạn: 

* vận tốc tiếp tuyến với mặt phằng dao động ở y = 0: 

* vận tốc tiến tới 0 khi y tiến tới vÔ cực. 


Vì Q khác không, nên không tôn tại thế của các vận tốc. 


3 1) Dòng chảy là dừng, vì trường các vận tốc không phụ thuộc rõ 
tàng vào thời gian. 
Đồng chảy là có thể nén được, vì đìv 0 =2k khác không. 
Đồng chảy là không xoáy, vì 2Q = rol(0)= 
Vì Q triệt tiêu, nên tôn tại một thế È của các vận tốc sao cho 
0 = grad$ : 

% 


: n. | 2 
EnG =kX và băn, =ky nghĩa là: Ò =.ứ +y)+c(e.. 


a) Tà thu được các đường dòng bằng cách tích phân phương trình vỉ 


phân Ca S22 „ đo đó x = Ay. Đó là các đường thẳng "x 
kx ky 
qua điểm (x= 0; y=0) 
b) Ta (hu được các quỹ đạo R(t))=(X(t),Y 
các phương trình sau: 
dX dY 


tư —=kX và —=kY. 
đi đi 


Quỹ đạo của một hạt bắt đầu từ điểm Mạ(Xg, Yạ)_ lúc t=0 như vậy là: 


uyên tâm" đi 


(t)) bằng cách tích phân 


Xứ)=Xge# và Y()=Vụett. 
Nếu khử t giữa hai biểu thức trên, YẠ 
ta được: 
X 
X()=<®*YU), | 
l) 
nghĩa là ta lại tìn thấy một đường _ xé 


thẳng xuyên tâm đi qua các điểm 
(0, 0) và Mg(XgYạ). Ở chế độ 
đừng, các quỹ đạo và các đường 


dòng đông nhất với nhau. 


đ 24p 


2) Có thể thu được gia tốc của hạt chất lỏng: 
* hoặc bằng cách lấy đạo hàm cấp hai đối với thời gian của quỹ đạo 
cửa một hạt: 


^” ô 
* hoặc áp dụng: ä = = tứ, grad)/? = + ky P, Cũng 
ôi Ồx ôy 


dẫn đến ä=(kˆx,k`y). 


3) Trong hệ quy chiếu găn với đỉnh O (0, 0) của hình VUÔNg, tả phải 
) PB, a) và C (a, 4) ở thời điểm t+dL. 


tìm vị trí các điểm A (a. 0 


Trong thời gian dt, A đã dịch chuyển một đoạn k a dt trên trục (Ox } 
còn B dịch chuyển một đoạn & a dt trên trục (Oy) và C dịch chuyển 
đồng thời trên cả hai trục. Hình vuông ban đầu vẫn là hình vuông ở 
thời điểm t + di. 

Điện tích cũ là đỶ trở thành z“( + di)” : như vậy, có sự giần nở mà 
không biến dạng. 


Ất 1) Dòng chảy là đừng. 

Đòng chảy là không thể nén được, vì div ở = 0. 
Đồng chây là không xoáy, vì 2Q = rd(0)=0. 
Vì không có các vùng xoáy, nên tôn tại một thể ỳ của các vận tốc sao 
°œ 


m Sử, 2w nghĩa là: 


chủ: 0= gradÒ, do đó TH y=ky và 
Ồx 
Ò = kxy +cle. 


a) Ta thu được các đường dòng 
bằng cách tích phân phương 1 


dx dy 2 
trình vị phân -—=-—, do đó : N 
LẺ 2 \N 


x°—yˆ=A: đây là các đường 


hypcbon. 

b) Ta thu được các quỹ đạo bằng 

tích phân các phương trình: 

khi X 
EB 


Z4 


=kY(t) và = kX(), 
( 


đX 

do đó h c nghĩa là: X() 
d 

Biết rằng lúc t = 0, X()= Xụ và Y(t)=ŸYạ, 


=ae“ +be# và Y(t)=ae" -be# 


ta có: Xg=a+b; 
Yạa—b, điều này cho ta: 
ÄXg+) 


Xg—Ÿg —m u_ Xp-Ÿ) -g 
Xự)= + 0< 0TM và yịp= 05 gu. X0 ve, 
ù 2 2 2 


Khi khử thời gian giữa các phương trình này, ta được: 
x" _y' = Xi BI =dc. 
Ở chế độ dùng, các quỹ đạo và các đường dòng là đòng nhất 
2) Ta có thể thu được gía tốc toàn phân: 
® hoặc bằng tế đạo hàm cấn hai đối với thời gian của quỹ đạo mội hại: 
Ä vớ (Ệ —k 2 đY 


=kÍ(äe”h+be  )=kÌX và ==—-=ÂỦY : 
díˆ dị” 


äy= 


¬. ma... .. lộ |, 
* hoặc băng ấp dụng biêu thức: =—+("erd)0=| ký —+kx— |Ú, 
lếi ỒN — Ôy 


_ ấn Ấn diL2 R) 
cũng dân đến a(K“x.k" v). 


3) Trong hệ quy chiếu gắn với định Q của hình vuông, ta phải tÌm vị 
trí các điểm A(a, 0). Bí. a) và C(a, a) ở thời điểm t + ủt. 

Trong thời gian dỊ, điểm A di chuyên được k a ủt trên trục (Oy), điểm B 
đi chuyển được kadt trên trục (Ox) và C dịch chuyển đồng thời trên cả 
hai trục. Hình vuông ban đầu trở thành hình thoi ở thời diểm t + t : vậy 
có sự biến dạng trong dòng chảy. 


Điện tích trước kia bằng ä” đã không thay đổi: dòng chảy là không thể 


nén được. 


hình vuông lúc 


“hình vuông” lúc ? + di 


X* 
—> 


5 L) Dòng chảy là dừng, vì vận tốc không phụ thuộc rõ ràng vào 

thời gian. 

Đồng chảy là không thể nén được. vì dìv ö =0.. : 

Đồng chảy là xoáy, vì 2Q = rot(”) = 2ke„. nghĩa là Q= key. Vậy 

không thể xác định được một thế các vận tốc. 

a) Ta thu được các đường dòng bằng cách tích phân phương trình vị phân: 
dy vu) 3 ) Tp R Am. 

D Sàn „ đọ đồ x” + yˆ =A : đồ là những vòng tròn đồng tâm ởÓ. 


b) Tả thu được các quỹ đạo bằng tích phân các phương trình 


dX Y 
=-kY() và —=kXU), 

rác đí y 

8 
d5 Ễ -_#? X0), 

dị 

nghĩa là ; X(t)= acœ(Kt)+ bsin(ÂM1) 

và Y()=asin(kt)—os(kt) . Biết `. 


rằng khi t = 0, thì XỤ)= Xg và 
Y() = Yq, ta có Xgạ=a và 
Yọ ==b, điêu này cho ta: 


Xứ)= Xgcos(k0— Ygsin(M) và Y()= Xgsin(&()+ Ygcos(kt) 
Khử t giữa các phương trình, ta được: 

X?+Y°=Xj+W = de. 
Ở chế độ dừng, các quỹ đạo và các đường dòng đồng nhất với nhau. 
2) Có thể tính được gia tốc hạt chất lỏng: 
* hoặc bằng cách lấy đạo hàm cấp hai đối với thời gian của quỹ đạo 
mội hại: 


* hoặc bằng áp dụng biểu thức : ä= 


cũng dẫn đến ä(—k x,—k`y) : 


3) Trong hệ quy chiếu gắn với đỉnh O của hình vuông, ta phải tìm vị 
trí các điểm A(a, 0), B4. a) và C (a, a) ở thời điểm 1 +úI. 

Trong thời gian dt, điểm A di chuyên được kadk trên trục (Oy), điểm 
B ởi được —k a dt trên trục (Ox) và C đông thời trên cả hai trục. Hình 
vuông ban đâu vẫn là một hình vuông ở thời điểm t + út. 

Điện tích của nó không thay đôi (tính không thể nón được), nhưng 
hình vuông đã quay một sóc dœ = k dt xung quanh trục (O2). 

Ta nhận thấy rằng trường các vận tốc của dòng chảy này đồng nhất 
với trường các vận tốc của một vật rắn đang quay với vận tốc góc Q' 
xung quanh điểm Ó. 


ỷẠ C 


— hình vuông lúc ? + di 


t] hình vuông lúc 


| 
' 
h 
h 
' 
' 
' 


3 
_- 


6 1) Lời giải, thực ra là sự chứng mính đảo. Nếu chất lưu là không 
thể nén được, thì lúc đó dìv =0, Như vậy sẽ tôn tại một trường 
vectlơ A. sao cho Ö =roLA. Đồng chảy là phẳng. nên ta có thể chọn 
A =W (x,y)©; „ đo đó: 


Đy Thế Và Uy = S 
Ÿy 3x 
Đo lại: 
ô ô aM) l2, 2 2 
3 V ` 
dvũ=Cx+Cxe_ 9 ha Bố 
äx  Ôy Ồx Ôy Ø3xÖy_ ÔyÔx 
Vậy ta có một dòng chảy không thể nén được. 
2) ở .grad =U Thu, Dn ~ØyÐy +DyUy =0, 


Các đường cong \J = cte trực giao với gradtJ., do vậy cộng tuyến với 
¡ ; đây đúng là các đường dòng. 


g1. 


3) a) Trường các vận lốc (ky,kx)_ là một tnưòng có điựe bằng không: 
như vậy, có thể xác định một hàm dòng wụ: ụ (x, y)= kợ? —x”). Tả 
lại tìm thấy đúng các phương trình của các đường dòng nhìn thấy trong bài 
tập 4. 

b) Trường các vận tốc ø(—ky,kx)_ là một trường có đive triệt tiêu: 
như vậy, có thể xác định được hầm đồng V: \(x,y)= kự! + x?) : 
Ta lại tìm thấy đúng các phương trình của các đường dòng nhìn thấy 
trong bài tập 5. 


xá 1) a) Sự tương tự với điện trường của một điện tích điểm là trực tiếp. 
Tính đối xứng cầu buộc một trường các vận tốc phải có dạng 


øi = 0(r)ủ„. Do áp dụng "định lý Gauss" của vật lý chất lỏng, ta có: 


Đ›.‹ 
~ế 
Án rˆ 


4n r?o(r) = D,, nghĩa là 0| = 


HỆ 
b) Dòng chẩy này là dừng, vì trường các vận tốc không phụ thuộc rõ 
tàng vào thời gian, 

©) Rota của trường này triệt tiêu (đây là trường có bản chất tĩnh điện), 


do vậy, tÔn tại một thế @ sao cho ủ = gradọ; với @\ HD : 
TỰ 


d) Trường vận tốc này là trường của một dòng chảy không thể nén 


r2 


S68 , ÉK. ‹ : : ` 
được (trừ ở r =0); div (Šz) =0 nêu r > 0° khi r = 0, đại lượng này 
là vô hạn (nguôn của trường). Các đường dòng là những đường thẳng 
đi qua gốc Ó (Ð = cte và È = cte). 

2) a) Trong tọa độ câu trục (Ox), bài toán, bắt biến đối với phép quay 
xung quanh trục (Ox), không phụ thuộc ộ. 


Ề _ D. DĐ E # 
U =0yể, +——rẻ, =| ——+tụeoÐ |ẽ,— 0ạ sinÔ ấy . 
4nr 4mr 


b) Một trường đều có đive triệt tiêu, thì trường các vận tốc này hiển 
nhiên cũng có đive triệt tiêu, trừ ở r= 0. 

c) Tôn tại một thế các vận tốc. Thế › của trường đều, có thể có 

vÊ cày Dy 
dạng @› = 0ạx , nhờ đó ta có @ =————+Uụx . 
4nr 

d) Vậy các đường dòng ở trong một mặt phẳng kinh tuyến È = cte. Trong 
mặt phẳng này, phương trình các đường dòng là nghiệm của phương trình 


AC dr rd0 `... 
vị phân: ———————= mm , mà ta cô thê việt : 
”z + 0 c0s0 = NO! 
4mr 
Dy 


đØ9 + vạr cosØ dÓ + vọ sinÐ dr =0, 
4tr 


Nhân đại lượng này với r sinÐ, ta được : 


= d8 +vụr s8 cœØ đÔ +vụ sn°0 rdr=0, nghĩa là d[f(r,Ô)]=0, 
m 

2 „2 
0y t 6)= @ u# (0,01<-Phaya 20C S8 6 


=C, phương 
4n 


trình tổng quát của các đường dòng được biểu diễn trên sơ đồ đưới đây. 


0,2 : 
điểm dừng zZZ— nguồn 
mm đườ 


k ường dòng đi qua 
XS 
~0,2 


điểm dừng 
-0.4 


-04 -02 0 02 9A4 0,6 0, 


b ` 
e) Tả biẾt Ö = Đụếy + + 0g cos9 Jh — Øp sinÕ &). 


DĐ - D 
2€r= 2 
ÁTt T“ 4nr 


Vậy 0=0 buộc Ð = m và Tạ = * 


Ất Đụ : 


Trong mặt phẳng của hình vẽ, đường dòng đi qua điểm đừng này có 
phương trình : 


¿ D, 1+co9 


2m0y sin?0 


Ta nhận thấy nếu r trở nên vô hạn, thì Ð tiến tới Ù (hay m). Ởxa 
nguôn. các đường dòng là các đường thẳng. 


0,6 — 


* 
-12-0,&8-—04 0 0A4 0§ 12 16 2.0 24 

I) Câu hỏi này là một áp dụng trực tiếp của sự cụ thể hóa các đường 
đòng trong dòng chảy dừng. 


Tất cả các đường dòng nhận được xuất phát từ sự quay xung quanh 
trục (Ox) của đường dòng đi qua điểm dừng, đều có thể được cụ thể 
hóa : ta có một vật cẩn mà một chất lỏng chây quanh, theo các đường 
đòng đồng nhất với các đường của dòng chảy thu được trước đây 
bằng sự chông chất. 


` 


BÀ 
“.. =....= 
9,4 
“ _—=”” . - 
9 ——— vật rắn RANKINE 
-@.2 
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T—— 


= 2ơ\ 


ö 1) Đòng chảy là không thể nón được (div ở = Ù), trường các vận 


tộc này phát sinh từ mội thể vedơ A sao cho Đ0=roLA, vì 


div(rot 4)=0, 


Người ta chứng mình răng vectd A_ được nêu lên thích hợp với: 


"Ă }» ta S-Ì) giadW(r,z)A -~, 
T7 r7 T 


Số hạng thứ nhất bằng không (xem chương 8) và số hạng thứ hai có 
giá HỊ: 


—:ÍW(f,z)- lØ_.  lôự. 
TOL qœ |===—fy~ e 
7 rỔr 


Sự đồng nhất của roLA. và của cho (4: 


lôự , Lô 
ÿ:Ð0]<=- và JÄ PC : 
rởz rên 


2) Lưu lượng thê tích đi qua mặt > dựa lên hai vòng tròn “4 và !‹%g 


được xác định bởi: 


B 
D= ịP rondl, 
A 


_.. sẽ. q 
Biêt rĩng 0 = gradW (r.Z) A=>~, ta được: 
: 


B B 
D,= 2| giủy(x2)^5) | 8= 2m gradW (r,z)(&) An)dl 
A Tế Ạ 
8 
=?m |èè (r,z)dÏ = 2 (ự gVAÈ 
À 


từ đó có kết quả đơn giản ; D, = 2Ñ g—W A)- 


zẠ 


đường cong !% 


đường cong ⁄4% 


Chú ý; 

Có thể tính lưu lượng bằng cách dùng mặt kín tạo nên bởi 3` và hai 
đa D, và Dg. 

Thật vậy, thôns lượng qua mặt kín này bằng không (dòng chày không 
thể nén được) và kể đến những thay đôi về sự định hướng, khí ta 
chuyển từ mặt đĩa Dạ hở sang mặt đĩa Dạ kết hep với mặt kín, thì 


Jưu lượng phải tìm sẽ có dạng: 


Đrẽ JƑ-- lƑ- 
Đạ 


Đụ 
= J2 \ ữ?) dể 
r_ j 1 
Dụ Đà 
hay Còn nữa : 
n=d #4 4-4 di 
% Ấa 


với : dÍ=d1äy „ nghĩa là : 


Đy =V g?x4 —V 42m = 2T g—W 4). 


ĐÔNG LỰC H0Ề 
VI PHÂN PÁC 
HẤT LƯU 

LÍ TƯỞNG 


Mớ đầu 

Sự nghiên cứu động học một chất lỏng đang trong 
dòng chảy, cung cấp các công cụ cân thiết để mô tả 
chuyển động của các hạt chất lỏng, độc lập với các 
lực tác dụng lên nó. Sự nghiên cứu động lực học lại 
cho phép liên kết các ứng suất hoạt động trong lòng 
chất lỏng với chuyến động của nó. 


Từ quan điểm Lagrange.về chuyển động của một hạt 
chất lỏng, 1a suy ra một phương trình vỉ phân gắn 
các lực trên đơn vì thể tích với các trường Euler về 
áp suất và vận tốc của chất lỏng - đó là phương 
trình EULER. 

Trong một xố trường hợp đơn giản, sự lấy tích phân 
phương trình này dẫn đến một phương trình bảo 
toàn có thể mang các dạng khác nhau : các hệ thúc 
BERNOULLI, áp dụng cho nhiều hệ quả thục tế. 
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Mục rTriêU 


M Phương trình EUILER. 
Các hệ thức BERNOULLI. 
M Công thức TORRICELLI. 


Hiệu ứng VENTURI, 


ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Hình thức luận Euler. 
M Trường vận tốc Euler của một dòng chảy. 
M Phép lấy đạo hàm toàn phần. 


§ Đại cương về sóng. 


"0bĂœ 


8 


Các ứng suất trong chất lưu 


1 


1.1. Lực bề mặt 


1.1.1. Sự mô hình hóa các lực bề mặt 

Ta hãy giới hạn rong lòng một chất lỏng một mặt kín ảo 3. Dù chất lỏng 
có đồng chất hay không, thì các hạt chất lỏng ở bên ngoài > vẫn tác dụng 
các lực lên các hạt ở bên trong, các lực tác dụng ở tầm ngắn và do vậy chỉ 
ở gần kẻ mặt 5. Ta hãy quan tâm đến các tương tác này. 

Cho một phần tử diện tích dS của Ð : lực tổng hợp dF” của các lực tác 
dụng bởi các hạt ngoài lên các hạt trong, thường có một thành phần pháp 
tuyến đƑN và một thành phản tiếp tuyến dƑT. Lực nguyên tố này được 


viết: dF =dFN +dFT (.]). 


1.1.2. Thành phần pháp tuyến 
Thành phần pháp tuyến được gọi là áp lực. Nó tỉ lệ với phần tử diện tích 
đang xét và hướng từ bên ngoài ÈŠ vào trong 3. 


Áp lực nguyên tố là d# = =P(M, :)N dS. 
Vô hướng P(M, ?) chỉ áp suất của chất lồng tại điểm M. 


Nhớ lại (xen H—Prépa, nhiệt động học, năm thứ nhất) rằng ấp suất này 
là do sự đóng góp của hai số hạng Ð và Pạ (với P=f,+ hạ): 


° , (P, >0) là một số hạng động học do sự truyền động lượng qua mặt 
d§ (h.2a): 


* PnCfạ <0) là số hạng phân tử do tương tác giữa các hạt ở hai phía mặt 
đS (hình 2b). 


1.1.3. Thành phần tiếp tuyến 


Thành phần tiếp tuyến được gọi là /c nhới (hay lực trượt). Như tên gọi, 
lực này là đặc tính của các chất lỏng thực nhớt, mà ta sẽ nghiên cứu chỉ 
tiết ở chương 5. 
Thành phản này không tôn tại trong mô hình chất lưu lí tưởng. 
Để khảo sát tập hợp các ứng suất tồn tại trong một chất lưu. ta hãy xác 
định rõ nguồn gốc của nó. Một sự nghiên cứu đầy đủ hơn sẽ được để cập 
đến trong chương 5. 
Giả sử ở thang trung mô, vận tốc của chất lưu tiếp tuyến với >, chất lưu 
phía ngoài chảy nhanh hơn chất lưu phía trong. Các hạt ngoài “nhanh” 
(trong khi các hạt trong “chậm”) đi qua diện tích d§S (hình 3) chịu trách 
nhiệm làm tăng động lượng của các hạt ở phía trong mặt >. Sự truyền 
động lượng này có thể đựơc mô hình hóa bởi tác dụng của một lực tiếp 
tuyến với mặt dS sao cho : 

dFT =n\(grad ø. ñ)dS7 


exL>int 


nếu 2=7. 


H.3. Các hạt ở ngoài “nhanh” (cũng như các hạt ở trong “chậm ”) đi qua điện }* Đệ tích 


tích dS chịu trách nhiệm về sự khuếch tán động lượng có thể được mô hình hóa 
bằng tác dụng của một lực tiếp tuyến với mặt dS sao cho : 
df?, 


cxI->im 


=n(grad ø.ñ)dS†” nếu 0= 0Ÿ. 


H.1. Các ứng suất bê mặt ở trong 
lòng một chất lưu dŠ= NdS, 
dẾy=—PNdS và dy =kdST (với 
TIN). 


động lượng 
của các hạt 
đi qua 

điện tích dS 


dŸ=dsỶ 
H.2a. Lưu lượng ồDN của động 
lượng, do các hạt đi qua diện tích đS 
trong khoảng thời gian ðt, thì bằng 
õDwy =dfNdSŠt với dĩ =—P.dSN. 


các hạt ở bên ngoài mặt > 
dể =—P„NdS 
dS=dSW 


các hạt Ở 

bên trong mặt 3› 

H.2b. 74 hợp các tương tác HgHYyêH 

tố giữa các hạt bên trong và bên 

ngoài điện tích dŠ được mô tả bởi 
dÈ =-P„dSW (Pạ <0). 


các hạt thuộc về một dòng hạt giả 
thiết là "nhanh" ở phía trên mặt > 


e—" 


các hạt thuộc vẻ một dòng hạt giả 
thiết là "chậm" ở bên trong mặt > 


Các dòng chất lưu “nhanh” có khuynh hướng làm tăng tốc các dòng 
“chậm” và ngược lại. 

Trong giả thuyết về chất lỏng lí tưởng, ta bỏ qua các lực nhớt : các 
lực bẻ mặt tiếp tuyến triệt tiêu. 


1.1.4. Mở đầu : 


Các lực căng bề mặt ở ngoài chương trình này : tuy nhiên một số khái 
niệm đơn sơ cho phép giải thích rất đơn giản một vài phép tính gần đúng 
mà ta thường dùng trong cơ học chất lỏng. 


lực căng bề mặt 


Ở mặt “ngoài” của một chất lỏng (hay đúng hơn là ở mặt phân cách giữa 
hai chất lỏng khác nhau), thì tôn tại các lực bể mặt khác : mọi điều xảy ra 
dường như có một màng đàn hồi cụ thể hóa bề mặt chất lỏng. 

Để thể hiện các hiệu ứng của sức căng bê mặt, ta hãy thực hiện thí nghiệm 
sau đây (hình 4) : một màng nước xà phòng bám trên một khung chữ nhật 
nằm ngang, mà một trong các cạnh di động được. Cạnh di động này có 
khuynh hướng dịch chuyển sao cho bể mặt giảm tới cực tiểu. Các lực 
căng bể mặt tác động theo cách làm giảm mặt ngoài của chất lỏng. Thành 
thử trong tình trạng không trọng lượng, một giọt chất lỏng sẽ có dạng 
hình cầu (hình 5). 


Lực dF này, tác dụng lên một phân tử chiều dài dL, đựợc xác định bởi 
công thức dƑ = A dL.W. Lực dF' vuông góc với dL và A biểu diễn hệ số 
sức căng bẻ mặt đặc trưng của hai chất lỏng tiếp xúc nhau (hình 4). 

Thí nghiệm nhỏ này chứng tỏ rằng phải tiêu tốn năng lượng để làm tăng bể 
mặt của một chất lỏng (hay bẻ mặt của mặt phân cách giữa hai chất lỏng). 
Công mà ta phải cung cấp để làm mặt S này tăng thêm dŠ (lúc đó thao tác 
viên tác động lên lực ~# `) được xác định theo công thức öW = Ads. 

Năng lượng này gắn với các tương tác giữa các hạt. Thật vậy, nếu ta 
muốn làm tăng bể mặt của một chất lồng, thì cần phải đưa các hạt chất 
lỏng lên trên bề mặt đó. Ở trong lòng chất ,lồng, tổng hợp các lực tương 
tác thực hiện trên một hạt thì bằng không. Ở gân bê mặt, lực tổng hợp đó 
khác không; hạt có khuynh hướng bị hút bởi chất lỏng (hình 6). Muốn đưa 


hạt đó lên bề mặt thì phải tiêu tốn năng lượng; năng lượng này tỉ lệ với số 


hạt được đưa lên bề mặt chất lỏng, sẽ tỉ lệ với diện tích. 


Như vậy, tồn tại một năng lượng liên kết với loại mặt tiếp xúc này (xem 
NH—Prépa. Nhiệt động học năm thứ hai, PC và PSI, chương 2 bài tập 5). 
Lực căng bể mặt này cũng chịu trách nhiệm về hiệu số áp suất ở hai phía 
của mặt phân cách giữa hai chất lỏng riêng biệt hay giữa chất lỏng đang 
xét với bên ngoài. Hiệu áp suất này là hàm số của bán kính cong của mặt 
ngoài chất lỏng. Thành thử trong trường hợp một hình cầu bán kính #, 
hiệu áp suất này được xác định bởi công thức LAPLACE (hình 7) ở mặt 
phân cách giữa hai chất lỏng khác nhau : 


2A 
—Rụ ST. 


Tềxt 
Không thể bỏ qua sức căng bẻ mặt đối với các hệ kích thước nhỏ như các 
ống mao dẫn hay các giọt nhỏ. 
Ta luôn luôn sẽ bỏ qua các lực căng bề mặt và năng lượng liên kết với 
chúng. Như vậy, áp suất sẽ luôn luôn là một hàm liên tục của các tọa 
độ không gian. 


màng nước xà phòng có 
diện tích tổng cộng > = 2S 


M=2Ai 


thanh linh động 


S ly ä 
ko TỀ SANG ác... thanh 


P=AL 
H.4. Các lục căng bề mặt tác động 
theo cách làm giảm diện tích 2Š của 
chất lưu. 


@ | 
H.Š. Giới nước trong trường trọng 


lực của Trái Đất và ở tình trạng 
không trọng lượng. 


hạt này chịu một lực F 


hướng về phía dưới 
| 


hì 
@ + x^ %5 chất lông 


® @ 'Sre- ¬9 


lực tổng hợp của các lực tác dụng 
lên hạt này ở trong lòng chất lồng 
bằng không 
H.6. Ở lân cận bê mặt, lực tổng hợp 
của các lực tác dụng lên một hạt 
hướng về phía dưới : như vậy phải 
tiêu tốn năng lượng để đưa nó về bề 
mặt này. 


8Ì không khí 


b) không khí 


to bong 
ÔN! Z 
khí, \\ Đóng 
*® # jjxà 
phòng 


H.7. Ở ngay sát bề mặt, áp suất bên 
trong được xác định bởi công thức 
LAPLACE. 


a) Lông - không khí : #m = Bị + 2 : 
A 
b) Bóng xà phòng : = Pu +4— _ 


(vì tần tại hai mặt phân cách). 


⁄°ụ dụng 


Đường kính tới hạn của một ống 
(độ đài mao dẫn) 
Có một ống rỗng, đường kính trong D, ở phía 
trên một chất lòng có khối lượng riêng Ð, trong 
trường trọng lục ø. Hệ số sức căng bè mặt kí 
hiệu là A. Nếu đường kính ống “nhỏ”, thì chất 
lóng dâng lên trong ống (hình 8a). 


a) -‡+_dường kính B) 


H.8a. Chất lóng đâng lên trong một ống đường kính 
D nhó so với D.. b. 9 là góc nối bề mặt của chất 
lông với thành ống. 
|. Bắt đầu từ một đường kính D,. nào đó (đường 
kính tới hạn) hãy thứ đánh giá xem liệu có thể 
bỏ qua ảnh hướng của súc căng bê mặt, nếu giả 
thiết rằng đại lượng này chỉ biến đổi theo A, Ð 
và g. Tính D,„. đối với nước. 
Dữ liệu : 

3 z3 -3 -2 ~ 
p=10' kg.m ';A=75.I0 ~ kg.s “;ø= [0 m.s sọ 


2) Hãy ưóc tính chiều cao h của chất lòng biết 
rằng chiều cao này tỉ lệ nghịch với đường kính 
ống. Tính h nếu D = Imm. 

1) Ta dùng sự phân tích thứ nguyên : 
LAI=[FLET =M.T”; IpI=M.L; Ig]= L.T Ÿ; 
(khi tìm Ø dưới dạng Ð,. = k4” pP gŸ , là một 
hệ số không thứ nguyên, mà ta thừa nhận vào cỡ 
đơn vị). 


Ta sẽ thu được một biểu thức phải luôn luôn 
đồng nhất : 


LẰ=(MET SW(MỀ L2Ê)UTTT 3 
— M“ + 9 +Y T-31-3 


nhờ đó suy ra: œ =—; œ =-—y và l=y -3B.. 
Nghiệm duy nhất là : œ =—B =-y =s: nghĩa 


là có thể xác định được đường kính tới hạn bằng 


công thức JÐ. = s 


(đạt lượng này được gọi 
D§ 


là độ dài mao dẫn). 


Đối với nước : 


-3 
D.= —— 72402 x3 mm. 
Ý IoŸ10 


Đối với nước, nếu đường kính ống lớn hơn 3mm 


rất nhiều, thì có thể bỏ qua các tương tác bẻ mặt. 


Chú ý : 

Đối với thủy ngân, ta tìm được D,„ = 2 mm. Nếu 
các giọt thủy ngán có đường kính nhỏ, thì chúng 
sẽ có dạng hình câu (ưu thế của các lực căng bề 
mặt), nếu không chúng sẽ có dạng đẹt (wu thế 
của các lực trọng trường) (hình 9). 


ưu thế của các 
lực trọng trường 


ưu thế của các 
lực căng bể mặt 


H.9. Giợi thúy ngân trên mặt đất nằm ngang. 


2) Đặt hD = cte. Do tính đồng nhất, ta viết 
2 Sề đa 9 ` 
hD=D“ˆ, nghĩa là vn” nhờ đó, ta được 


h = 3mm. Một lập luận chặt chẽ sẽ đưa ta đến 
DĐ 
h = 4cos0 5 (định luật JURIN) với cosÔ < Ì 


(hình 8b). 


Như vậy, ta nhận được một cấp độ lớn rất tốt 
nhờ một lập luận đơn giản. 


Cách lập luận dựa trên sự phân tích thứ nguyên 
này sẽ được phát triển trong chương 6 §10. 


1.2. Lực trên đơn vị thể tích - Lực trên đơn vị 
khối lượng 
Một phần tử chất lỏng thể tích dt cũng chịu tác dụng của các lực (trên đơn 
vị) thể tích : các lực trọng trường chẳng hạn. Các tác động này được cảm 
nhận bởi tất cả các hạt của chất lỏng. Chúng tỉ lệ với số hạt, do vậy tỉ lệ 
với thể tích nguyên tố dt đang xét. Ta biểu diễn chúng dưới dạng : 
dƒ= /#ứn. 
Đó là các lực thế tích. Thành thử, đối với trường trọng lực ø ta có thể kết 
hợp mật độ thể tích của các lực : 
Ẵ =p§. 
Các lực (trên đơn vị) thể tích này tỉ lệ với số hạt, do vậy cũng tỉ lệ với 
khối lượng dm của phần tử chất lỏng. Thành thử ta đưa vào cách biểu diễn 
khối lượng các lực này dưới dạng : 
đƒ = JÄm = ƒ„pứửt , 
từ đó có sự tương đương : 
Ñ= ĐƒÍm b 
Ví dụ các lực trọng trường đựơc kết hợp với ƒ =8. 
Một phần tử chất lồng thể tích dt và khối lượng dư chịu tác dụng của 
các lực biểu diễn theo khối lượng hay thể tích dưới dạng biểu thức : 
đƒ= fmdm= ƒ dt với Ế, = Ðƒm- 


Đối với các trọng lực, thì: ƒ, =pg với ƒn=ÿ. 


1.3. Đương lượng thể tích - Đương lượng khối lượng 


1.3.1. Trường hợp các áp lực 

Ta đã thấy (xem H-Prépa, nhiệt động học năm thứ nhất, chương 3) rằng 
các áp lực có một đương lượng thể tích. Ta nhắc lại sự chứng minh và 
biểu thức của nó. 

Ta hãy tính tổng hợp lực dF' của các áp lực tác dụng lên hình hộp nguyên 
tố chất lỏng mà thể tích dt = dxdydz được trình bày trên hình: 10. Thành 
phần của lực này hướng theo trục (Øx) là : 


dx SP 
dữ, = dhácP[3 = = thác P[s =. = TS Hi ng 
X 


-f[» y,z+ s] dxdy¿, 


4 H.10. Hình hộp nguyên tố chất lỏng. 
Điểm M ở tâm của thể tích nguyên tố 
dxdydz. 


Khi xét các lực nguyên tố tác dụng lên sáu mặt, ta thấy rằng : 


ộP ôp _ ÔP 
C^ dydydze, —S—dydydzẽ, ~ —dxdydzẻ,. 
äx w.. ÓC ' 


dF=-— 


Lực này đồng nhất với lực mà thể tích dt sẽ chịu nếu nó chịu tác dụng của 
một lực thể tích #, =—gradP, vì : 


: : grad P grad P 
dể = —grad Pdy =—#P82F(p dx)=—#P8 
p 


dm. 


Đương lượng này có thể được dùng để tính tổng hợp lực hay momen của 
các áp lực áp đặt vào một phần tử đựợc chất lỏng bao quanh, 
Các đương lượng thể tích và đương lượng khối lượng của các áp lực 
mà khởi điểm là áp lực diện tích, được biểu thị dưới dạng : 
* Đương lượng thể tích : ƒ, =—grad P; 
* Đương lượng khối lượng : Hệ =— Cà Š . 

p 
Các đương lượng thể tích và khối lượng không thể dùng đựơc để tính 
công của các áp lực. 


Nếu khối lượng riêng chỉ phụ thuộc áp suất P: p=p(P), thì chất lỏng 
gọi là hướng áp (hay khuynh áp). Lúc đó, ta chứng minh rằng ƒ#- là 
građiên của một hàm số. 


P 
Đặt ọ(P)= Km thì tích phân này đúng là một hàm số của P, phụ 
píư 
h 
dọ | 


thuộc vào tham số không đổi ly và ——==———. 
d? pŒ) 


Theo quy tắc lấy đạo hàm các hàm số kép, ta có : grado = Tai P. 


Thật vậy, đối với từng thành phần ta có : 
ôp_ Øp ÔP 
ôc ôPôx) 
Như vậy, ta đã chứng minh rằng : 
x=z P 
j= E2 iếc —grad kg S -grad[p(P)]. 
p p(Œ) 


1.3.2. Trường hợp các lực nhớt 
Ta lập luận y hệt như trên, và chỉ quan tâm đến phản tử thể tích dt = dvdydz 
chịu tác dụng của các lực nhớt khi trường vận tốc trong hình thức luận Euler 
có dạng (hình 11). 

U(x, Y, š,f)= Vy, f)€y : 


Lực nhớt tÔn tại trên mặt tiếp xúc diện tích d§ có dạng 
M/|>n 


grad(z,,)|dŠ với rị là hệ số nhớt, hằng số riêng của chất lỏng. 


= [ôuyŒ, t) 
& dFz+d; xi 


Ồz 


dòng nhanh 
thỆ tạo (tUHttgg 
8 màng 
chất lỏng 
34H11. S¿ (hể hiện các lực tác động 
-. ôu„(z, f) hàn lữ thế ÈÈh lên phần tứ thế tích chịu tác dụng 
đƑ- =—n 2 dxdy£, à độ sâu dx của các lực nhớt. 


Vậy tổng hợp lực của các lực tác dụng lên phân tử thể tích dt bằng : 


ÔU,(x, † 9UyG, f) 
TH , drdyế, —n) =— dxdyẻ,, nghĩa là : 
: z+dz ôc X 


x Ø 0 (, f ê*u ,(Z, f) 
dF XE. didydzẻy XEx ty: 


dP =d£ˆ.a; + dF; ¬| 
l h Œ 


“ 


Công thức này có thể đựợc khái quát hóa dưới dạng : dể =rIAødr , nó cho 
ta các đương lượng thể tích và khối lượng : 


* Đương lượng thể tích: ƒ, =nA2; 
» Đương lượng khối lượng : #„ =-LAö. 
p 


Các đương lượng thể tích và khối lượng của các lực nhớt, mà khởi 
điểm là các lực điện tích, đựơc biểu thị dưới đạng : 
* Đương lượng thể tích : ƒ, =rỊA?; 


* Đương lượng khối lượng : n s“LAø. 
p 
Trong chương này, ta sẽ bỏ qua các lực nhớt (giả thiết về chất lỏng lí tưởng) : 


các điều kiện về hiệu lực của phép tính gần đúng này sẽ được trình bày trong 
chương 6, nhờ việc dùng một số không thứ nguyên, là số REYNOLDS Re. 


2 Phương trình EULER - Áp dụng 


Trước hết ta hãy chú ý tới một chất lỏng lí tưởng không nhớt. 


2.1. Biều thức 
Hệ thức cơ bản của động lực học áp dụng cho một hạt chất lỏng khối 
lượng dzn, mà ta theo dõi chuyển động, chịu tác dụng của tổng hợp các 
ngoại lực d#ˆ, có dạng : 


dt” =dF : 
Dị 


3 DUŨ vi .^ ˆ ~ 2 . ^“ ` À 
trong đó ty biểu diễn gia tốc của hạt (gia tốc toàn phần). 
l 


100. 


Hợp lực d# của tất cả các ngoại lực tác dụng lên phản tử khối lượng dm 
này được viết : 

đƑ = f toaledt = fmtotale1. 
Nhờ đó, ta được : 


Dũ - 
'ĐÈ = Ýmnotale 
hay khi tách biệt rõ các biểu thức khác nhau của đạo hàm toàn phần, ta 
còn được : 
" n 2 
DU ÔU, ,„. —. sÐU. =0” |. ><. ¿ 
ca =“ +(0.grad)5 e HẺ grad cm: +rofU AU 
ĐL. ôi Ổt 2 
S6 # 3 
3U —-—| Đ — - 
= â mm 2 | t2 Aø= mtotale 


_ — 
(bằng cách đưa vào vectơ xoáy @ = TT G ỳ. 
Khi phân biệt các lực trên đơn vị khối lượng và các đương lượng trên đơn vị khối 
lượng chỉ do duy nhất các áp lực, thì lực /nso¿„¿ này đựơc viết dưới dạng : 
: + gradP 
Íâm.totale = Ím — p : 


78... .Ố ørad P 
Khi đó, ta được : S— +(0.gral)2 = ầm — =—S, 
f p 


Phương trình này được gọi là phương trình EULER. 


_ 


DU - 
Phương trình EULER được viết TT mj1obik ý 


Ta nhận được các biểu thức khác nhau của phương trình Euler đối 
với một chất lỏng lí tưởng : 


SỬ + (0. grad) = J„ — PA, 
6 p 


—~ .. 2 Ko ® 
cán, grad =— l+2QAö CS c, 
ðt 2 p 


p + p(0.grad)0 = W — gradP . 


“⁄ 


p dụng 2 


Trường áp suất trong một xoáy nước RANKINE  * vớir<4: Ö =ro tạ 


Một chất lỏng đồng chất, khối lượng riêng Ð 
đều, ở bên trên là khí quyển có áp suất đều Rạ, 
Chịu tác dụng của trường trọng lực § =—@H;. 
Dòng chảy của chất lỏng (tương tự dòng chảy 
của cuộn lốc) là dừng và đối xứng tròn xoay 


3 
T ~ò đŒ@ : A* 
*vớir>a: 0=———t (œ0 không đổi) 
r 


Cốc của trục (Oz) được chọn trên mặt thoáng 
của chất lông, ở rất xa trục tròn xoay. 


xung quanh trục (Oz). Trường vận tốc của nó, 
trong tọa độ trụ, có dạng : 


Xác định trường áp suất PỨ, z) ở trong lòng chất 
lông và từ đó suy ra hình dạng của mặt thoáng. 


Phương trình EULER, ở chế độ dừng, được viết ở 
đây là : 


—— 2 — xraä 
grad| “~|+2Q Aø |=—gu, #24 F , 
n TAND 


Phải phân biệt hai trường hợp : 

r<q: Q =oi, và r>a:Q =0. 
Khi chiếu trên ¿„ và ø. , phương trình EULER cho : 
®r<a: chiếu trên „, ta đựợc : 


gi02 22005827. 
ồr 

chiếu trên #, : 0n 

: L2 4 

¬... aˆœ2 QP 
°®r>a: chiếu trên ứ„ : —p =..s 
r3 ôr 
chiếu trên ứ, : HÀ 
[24 


(Ta nhận thấy rằng các hạt chất lỏng đang 
chuyển động tròn đều, gia tốc của chúng Tổ 
f 


2 
đúng bằng — tán có, #„). 


E 
Từ đó, kế đến điểu kiện P(œ,0)= ly và tính 
liên tục của áp suất P ở r = a, thì ta có : 


2 
sr<a: P(r,z)=lh—-pgz+ p~t? —24); 


H.12. Dạng mặt thoáng của xoáy nước RÑankine. 


§ 


4 
sr>a: Pữ,z)= lạ ~ pgz~ po°=. 
2r 


Phương trình của mặt thoáng là : P(r,z)= tụ, 


nghĩa là : 
*“r<4:z=.-—(ˆ~2a2); 
28 


ö2a' 


2 


*®r>q:z=-— 
2gr 


Trong mặt phẳng („,„), vết của mặt này có 


2 
dạng được chỉ rõ trên hình 12 (a= 0,5; ¬ c'f 
2g 


dạng của 
mặt thoáng 


Trước khi nghiên cứu một số ví dụ áp dụng phương trình EULER, ta hãy 
xem xét một cách tổng quát các điều kiện giải một bài toán động lực học 


các chất lưu. 


2.2. Tìm kiếm một hệ đầy đủ các phương trình 

Từ quan điểm của chính chất lưu, thì các đại lượng cục bộ thoạt đầu chưa 
biết là vận tốc ø(M,r), áp suất P(M, ?) và khối lượng riêng p (M, ?) tại 
mọi điểm của chất lưu, nghĩa là năm ẩn số vô hướng. Phương trình Euler, 
là phương trình vectơ, cung cấp ba phương trình vô hướng và hệ thức vi 
phân bảo toàn khối lượng là một phương trình vô hướng : như vậy còn 


“thiếu” một phương trình để có thể giải được bài toán. 


Ta có thể thêm một phương trình bằng cách đưa vào một phương trình 
trạng thái của chất lưu. Tuy nhiên, phương trình này, thường thuộc loại 
nhiệt động, lại đưa vào một đại lượng mới, thoạt đầu cũng là chưa biết, đó 
là trường nhiệt độ 7(M, ?). Như vậy cần phải đưa vào một phương trình bổ 
sung, là phương trình về động thái của chất lưu trong quá trình của dòng 


chảy (phương trình cũng thường có bản chất nhiệt động). 


s Nếu chất lưu là không thể nén được, thì lúc đó p = cte là đã biết. 
* Trong trường hợp các dòng chảy có thể nén đựơc, thì các động thái thuộc 
loại đẳng nhiệt hay đẳng entropi chẳng hạn đêu có thể được xem xét. 


Trong hai trường hợp này, biểu thức các hệ số nén Xz: hay X sẽ cung 
tấp một phương trình bổ sung gắn P với p theo kiểu : 


Nue¿L| EU và, |] 
p\ðPjr ` ÐĐ\6Pÿƒ 
Chú ý : 


Trong hai trường hợp kế trên, cũng như trong rất nhiều dòng chảy, động 
thái của chất lưu sẽ chỉ đưa vào duy nhất một hệ thúc liên kết P với p - ta 
nhắc lại rằng các dòng chảy như thế được gọi là khuynh áp. 

Khi giải các phương trình vị phân về dòng chảy, thì việc tìm các nghiệm 
phải kể đến các điều kiện ở giới hạn đã được nêu ra, vừa đối với vận tốc, 
vừa đối với áp suất. 


2.3. Sóng âm trong chất lưu 

Giả sử có một chất lưu lí tưởng có thể nén được mà tại đó, ở trạng thái 
nghỉ, áp suất #ạ và khối lượng riêng pọ là không đổi và đều. Các chuyển 
động nhỏ của chất lưu tại mọi điểm ÁM và ở thời điểm / đều được kết hợp 
với vận tốc ø(M,f), áp suất P(M, ¡) và khối lượng riêng p (M, ?). Để đơn 
giản hóa, ta giả thiết bài toán là một chiêu và phụ thuộc vào biến số 
không gian duy nhất x (hình 13). 

P(x,f)= Tạ + p(x.f), ÐĐ(X.f)= Ðọ + H(X,f) và 2= 0(X, D Hy 
Vậy các chuyển động của chất lưu là chuyển động theo chiêu dọc. Theo giả 
p@) L(X,f)  # x,f) 
!b Đo € 

(c biểu diễn vận tốc lan truyền của một nhiễu loạn, và như vậy là vận tốc âm) 
đều là các vô cùng nhỏ bậc nhất. Để định hình các ý tưởng, người ta cho 
biết áp suất dư / do một sóng âm rất mạnh sinh ra vào cỡ vài pascal, 


thiết về các chuyển động nhỏ, thì các đại lượng 


nghĩa là khoảng —————— áp suất nghỉ nu ! như vậy tất cả mọi phép tính 
b E 100.000 p 8 0 dy 91 phẹp 


đều được tuyến tính hóa đến cấp một. 
Khi bỏ qua các lực trọng trường, thì sự tuyến tính hóa phương trình EULER : 


p| 7+ and Ì= mát, 
Ớft 


Ộ z vn. ⁄ &: ả 2 ° 
cho ta pọ = = _n: số hạng (ø.prad)¿, cấp hai, có thể bỏ qua được. 
GfÍ X 
Ta hãy tuyến tính hóa phương trình bảo toàn khối lượng : 
ô . ô ỒU 
ÉP _div(pø)=0 cho bô ni c3 Po<-=0: 
Ổt ôt X 
Chú ý : 
Trong phương trình cuối cùng này, ta đã bò qua Thọ, là số hạng "cấp hai” 
Ồx 
' 
$Ø với t Một sự bàn luận sâu hon về phép tính gân đúng này sẽ được đề cập 
OƑ 
trong giáo trình về “sóng” (xem H—Prépa, sóng, năm thứ hai, chương 4). Ở 
đây, đơn giản chỉ cần nhớ rằng phép tính gần đúng này hoàn toàn họp pháp. 
Cả hai phương trình này đều không đủ để giải bài toán. Giả thuyết nhiệt H.13. Ông đn thánh có tiết diện 
động học của một quá trình biến đổi đẳng entropi và việc sử dụng hệ số _ không đối. Tại điểm M lác I, ta có : 


_> 
x 


Xš tương ứng, cho thêm phương trình : P(M.t)= lạ + p0); 
Xe= Ị l5) š Túi. p(M,0)= pạ + H(x,£) 
p\©SPjs pọp 0(M,t) = U(x1)ế, 


3 3) 
Lúc đó, sự bảo toàn khối lượng cho pạX, = +Ð — =0, nghĩa là, sau khi 
Đo Ồx 
lấy đạo hàm đối với / và mang sang phương trình EULER: 
2 2 
Ô“p lô 
— ĐoX; =0. 
ôx? "ôt 


Ta sẽ nhận được cùng phương trình đối với ¿. Trong bài toán này, áp suất 
dư p và vận tốc 2tuân theo phương trình DALEMBERT: 


Như vậy, dòng chảy nghiên cứu có cấu trúc của sóng phẳng. Một nhiễu 
loạn áp suất lan truyền với vận tốc bằng c. Sự nghiên cứu chỉ tiết các bài 
toán kết hợp với các sóng âm thanh được trình bày trong giáo trình "sóng" 
(xem H- Prépa, sóng, năm thứ hai). 


- Để tập luyện: bài tập 3. 


2.4. Sự lấy tích phân phương trình EULER 

dọc theo một đường dòng 
Phương trình EULER thường được dùng bằng cách tích phân nó dọc theo 
một đường dòng. Muốn làm thế, ta dùng dạng thứ hai của phương trình 
bằng cách nhân vô hướng cả hai vế với phần tử d/ của một đường dòng 
(d1/0)(h.14): 


m 2 b2 — sẽ tònế grad = 
Cá LÁT TH) mm S | +2(Ó A 0). dĨ = lñ ' HH . 
êt p 


Số hạng thứ ba triệt tiêu vì di cộng tuyến với Z, do đó ta được: 


ôñ(MtP) „ ——|U`| j Íi|Ã g1adPÌ - 
„ co] . di "lu —- j tr 
) p 


CÍ 


Rất nhiều khi, các lực (trên đơn vị) khối lượng TP lại phát sinh từ một 
thế năng ep _ (bản thân nó cũng là thế năng khối lượng) sao cho: 

ụ = ~grad “Pụ 

Đối với các lực trọng trường ví như ƒ„= #. Trong trường hợp của một 
trường trọng lực đều, và với việc chọn một trục thắng đứng đi lên (Óz), 
mà gốc cũng là gốc của các thế năng: 


Vụ = TBIAd(Z) Và en = 82. 


In 


Tập hợp hai građiên lại, phương trình trở thành: 
_ 2 MT: 
1 MỊ +. ốỐ + : = 
Giả Lá CN. TT —+é, |.dÍ+ PS | cái: 
ôt 2 = 


rồi, bằng phép lấy tích phân ở thời điểm r giữa hai điểm A và B của một 
đường dòng (h.l5) : 


B : So 
P#2‹|¿ (M,)+* mm % PT d7 =0 
ôt ` 2 p(M.r) 


A 


Nợ 
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y L(M,. f) 


đỉ 
đường dòng 
ở thời điểm ¡ 


Ó 


H.14. Phân tứ chiều đài dỈ (ở M) 
được chọn song song với vận tốc 
0(M,t) tại điểm đó, nghĩa là được 
mạng bới đường dòng đi qua M ở 
thời điếm t. 


P(AT, f) 
đường dòng 
ở thời điểm / 
x 
O , 


H.1ŠS. Đường dòng giữa hai điểm A 
và B. 


Zfb dụng 2 


Các dao động của một chất lỏng 
trong một ống chữ Ù 

Một chất lỏng không thể nén, có khối lượng 
riêng p, được dựng trong hai nhánh của một Ống 
chữ U tiết diện S. “Chiều dài" tống cộng của 
chất lỏng trong ống ký hiệu là L. Khi cân bằng, 
hai mặt thoáng của chất lỏng trong hai nhánh 
ống ở cùng một độ cao được chọn làm gốc của 
một trục (Q2) thẳng đúng hướng lên. 
Hãy xác định chu kỳ các dao động của chất lỏng 
IFOIĐ Ống. 
Ta ký hiệu z là độ cao của mặt thoáng chất lỏng 
trong nhánh phải của ống (ñ.16). 


SẠC ' | —s=L+z 


tọa độ cho # ¬ 
phép xác định 


vị trí của (L biểu diễn 
điểm M -¬~†- #) chiều dài của 
""' 0 đoạn chất lỏng) 
Tinh —zứ) 
h\ tọa độ cho phép 


xác định vị trí 
của mặt thoáng 


H.14. Ở thời điểm r, vận tốc của một điểm M của chất 
lòng được xác định trong hình thức luận EULER bởi 
biếu thức sau: 


0(M,t)= ‡()T.. 


Để làm tọa độ Euler của một điểm 4, ta chọn 
hoành độ cong s của điểm này (ñ.16). Chất 
lỏng là không thể nén, nên tại mọi điểm ÄM⁄ vận 
tốc có dạng: 

0(M.D= š(0T. 
Tích phân của phương trình EULER được viết: 
b 


b 
Z3j} lễ 2 
= Co 0) di: 0n sẽ 
A Đm 3 


ŠT 
A 
RE 
š run 
p(M.!) 
A 


Ta xem xét các số hạng khác nhau, khi lấy tích 
phân theo một đường dòng giữa hai mặt thoáng 
ởA và Ö; 
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° lội .dÏ =#T. ds7 =Zdx, nhờ đó ta được : 
ôi 
B B 
3 : 
lh - dỈ = ÿL, VÌ Js- L: 
€r 
A A 


: [p„ (M. Ï =(82)A = 28% 


° Ea grad P. di 
P 
A 


l 
=—(Pg - P„)=0. 
P 


Ta thu được phương trình sau: Z/⁄ + 2ez= 0, do 
đó ta có một chuyển động dao động hình sin với 


chu kỳ 7 bằng: 7 = 2n K 
Z8 


Ta có thể kết họp với vận tốc 0(M,t)= ‡Œ)T 
một thế @(M.L) = šŒ)$, sao cho 0 = grado ; nhờ 
đó, ta có thể viết: 


(M„) by 
grad Ki 4014018) dỉ+ grad ——+ e |.dÍ 
lần Eu Đm R 


# 


grad P 
p 


. dÏ =0. 


hay: 


^ 2 = 
gra Thợ hp : Cơn, „. 80] .d/=0, 


g2 p 


ôo(M,') 0 ?(M.¡ P(M 
từ đó: C0100) + S42 tu,L16) +Øz+ ĐÁ S0 1Ù không 
ðf 2 lò 

đối trên một đường dòng ở thời điểm t, vậy là 
2 

xu A1 2, PM: 

#3s+—+ Øz + ES 04) =CŒ) trên một đường 
r p 

dòng. Điều này biếu thị một trường hợp riêng 

của các hệ thức BERNOULLI. 


°ì Các hệ thức BERNOULLI 


Lấy trung bình theo một vài giả thiết, ta thử tìm xem liệu có tôn tại hay không 
một đại lượng được bảo toàn trong toàn bộ hoặc trong một phản chất lỏng ? 


3.1. Sự tồn tại của một thế năng 
kết hợp với các lực thể tích 
Lấy một phần tử chiều dài d/ nào đó (ñ.17). Khi nhân vô hướng với 
d7 các số hạng của phương trình EULER, thì ta nhận được phương trình đã 
thấy trước đây: 
@A0(M.t) 


lôi 


n ¬ 
¬.... : ` : oradP - 
.dÏ+ mai[S.] .df+ 2(Ó A Z).di "[#„ = la : 
2 P 
Nếu ta cho rằng tớ = — grad(6u ) (6n. bao giờ cũng biểu diễn một thế 
năng khối lượng kết hợp với các lực khác với các áp lực), thì ta có: 


3ñ —--Í g2  h srad : 
CC Hỏi cà ng `. SỚO 4ð3 È ÚC |  ấi có) 
ôi 2 Dm p 


3.2. Chất lỏng đồng chất không thể nén 
hay dòng chảy hướng áp (khuynh áp) 
Đối với một dòng chảy chất lỏng đồng chất không thể nén, p là một hằng 
số đặc trưng của chất lỏng, nhờ đó ta có: 
ch prajC] | 
p p 


Kết quả này có thể được suy rộng cho một dòng chảy hướng áp, mà đối 
với nó p =ø(P). Trong trường hợp này, tồn tại một hàm số @(P) sao 
cho (xem §1.3.1): 


gadP ——- 
=>. ẻ grado(P). 
Lúc đó, biểu thức trên biến đổi như sau: 
s đối với chất lỏng không thể nén được: 
Ô(M ¬.- P = Ặ 

| 200M.D ng CHẾ S2 A#|sdfs:07 

L ôt : "m.Ð) 
s đối với chất lỏng hướng áp: 

ÔH(Mt) = H2 

Øi 2 


3.3. Giả thiết bổ sung 
Ta thêm vào một trong ba giả thiết sau đây. 
3.3.1. Dòng chảy dừng 


: „ Ồj) 
Nếu dòng chảy là dừng, thì số hạng “Z9 
ơ 


sẽ biến mất khỏi phương 


trình EULER. 
Tích phân phương trình này giữa hai điểm bất kỳ A và Ö trên một đường 
dòng sẽ cho (d///2 ): 


ml 


đường dòng 
ở thời điểm r 


H.17. Phảần tứ chiều dài dÍ (ở M) 


được chọn tày ý. 


8 
2 
¬.. Ạ = Mã 
*® đối với chất lỏng không thể nén được: +ếp +—| =ÔŨ; 
2 P]¿ 
” F 
s đối với chất lỏng hướng áp: sĩ +ếp tọ(ŒP)| =0. 
n 
A 
[„2 


Như vậy có sự bảo toàn đại lượng {2t +ọ(P)¿ dọc theo một 


đường dòng. Biểu thức này có thể thay đổi từ một đường dòng này sang 
một đường dòng khác. 


3.3.2. Dòng chảy không xoáy 

Nếu dòng chảy là không xoáy, thì số hạng 2Q A¿ mất đi, và như thế 
không còn cần thiết phải lấy tích phân dọc theo một đường dòng nữa, mà 
chỉ cân lấy tích phân giữa hai điểm bất kỳ thôi. Vì rot() = 0, ở = grad@ 


ôñ(M,r) — gai S800 


và do đó: rad n) (các biến số không gian và thời 


^ 


ôt ết 
gian đều là các biến số độc lập). Như vậy, biểu thức biến đổi thành: 
^ 2 
[ap0.p s2 


| # 


3.3.3. Dòng chảy không xoáy và dừng 
của một chất lỏng không thể nén được 


+ep +@(P) |=cte ở thời điểm r trong toàn chất lỏng. 


Nếu hai tính chất trên được nghiệm đúng đồng thời, thì ta được: 


= +ép Ki = cle trong toàn chất lỏng dù ở bất kỳ thời điểm z nào. 


m 


3.4. Bảng tổng hợp 


Tất cả các kết quả trên có thể được tóm tắt trong bảng dưới đây (b.I8). 


Xác đụ ` 2 ni gi Dòng chảy đồ hấ 
Các dạng dòng chảy hướng áp bún : - ket te 
khe nhau tủa không thể nén được 
gradP_ ——- =_¬ 
phương trình = grado(P) gradP _ grad + 
BERNOULLI 
bã P Đã  . 
— +£ di = =—+€ BH 
Dor giấy Igáe E tên, +©(P) = cte 2 Pm D 
dọc theo một đường dòng dọc theo một đường dòng 
đò "hả ^ = ô nt P 
ĐH ay là bIng là Vi +ọ() |=ctu KP HHỦ hú +—|=Œte 
không xoáy Ốc 2 Ta it 2 Đa P 
(6 = grad($)) : trong toàn chất lỏ à ất lỏ 
h g toàn chất lỏng trong toàn chất lỏng 
= nề D 
dòng chảy không =' ép +0(P) = cle E Tp, +— =ClG 
xoáy và dừng R : s., # 
trong toàn chất lỏng | trong toàn chất lỏng 


H.18. Các dạng khác nhau của phương trình BERNOULU. 
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Dạng đơn giản nhất của hệ thức BERNOULLI chắc hẳn sẽ được nhận với 
các giả thiết mạnh mẽ nhất: dòng chảy đồng chất, không thể nén được, 
dừng và không xoáy (nó tương ứng với ô trắng ở bảng trên) 

Phương trình BERNOULLI chẳng qua là một phương trình bảo toàn năng 
lượng. Trong trường hợp một dòng chảy dừng, đồng chất, không thể nén 
được. thì biểu thức: 


biểu diễn cơ năng trên đơn vị khối lượng kết hợp với một hạt chất lưu: 
2 


U _ 
° Ky là động năng trên đơn vị khối lượng; 


*sép, là thế năng trên đơn vị khối lượng của các lực khác với các áp lực; 
1" 


rô  . : : 
® — biểu diễn năng lượng kết hợp với các áp lực. 
P 


Trong trường hợp một dòng chảy hướng áp, thì hệ thức: 
p=zŒ) 

được kết hợp với một động thái nhiệt động của chất lưu. 

Lúc đó phương trình BERNOUILLI biểu diễn một dạng vi phân của nguyên lý 
thứ nhất của nhiệt động học đối với một chất lưu đang chảy (xem bài tập L). 
Đối với mội dòng chảy dừng, đồng chất không thể nén được, thì 
phương trình BERNOULLI còn được viết: 

2 


h 


——+P+e, =Ctc. 
2 Pm 


p 


Số hạng P (đồng nhất ở một áp suất) được gọi là áp suất động lực học 


Tạ b3 


và tổng E áp suất tổng cộng hay áp suất tà hãm. 


Ví dụ về một dòng chảy đều nằm ngang đến đập vào một vật cần cho 
phép hiểu rõ ý nghĩa của các số hạng này (.19). 


Ta viết sự bảo toàn của: 


kết +P ướp, 
trên đường dòng nằm ngang đi tới điểm A trên vật cản, giữa vô cực và A : 
*® ở vô cực, dòng chảy là đều, có áp suất # và vận tốc øp ; 

* ởA, vận tốc nhất thiết triệt tiêu và áp suất được ký hiệu là 7. 

Đường dòng là nằm ngang, và khi xét chỉ các lực trọng trường, thì Sbạ là 


đồng nhất tại mọi điểm của đường dòng: 


ĐC” 


+P=PẠ. 


từ đó có các tên áp suất tổng cộng hay áp suất tù hăm ở A (điểm dừng). 


408 


điểm dừng — 


H.19. Điểm dừng trên một vật rắn. 


Zfụ dụng “t 


Dòng chảy dừng xoáy 
Có một dòng chảy dừng của chất lỏng không thể 
nén được, khối lượng riêng p, mà trường vận tốc 
được xác định trong tọa độ trụ bởi hệ thúc: 
ø(M,t)= Qráy với Q = Qẽ, không đối. 


Chất lỏng này chỉ chịu tác dụng của các áp lực 


2) Nguyên lý cơ bản của động lực học áp dụng 
cho một hạt chất lồng khối lượng dm cho ta: 


bước sHd0 
p 


l 


2_ dP 
hay si bạn do đó : 
(người ta bỏ qua các lực trọng trường). 

1) Q biểu diễn gì ? 
2) Tính áp suất P(M). Người ta giả sử rằng 
Pa) là đã biết. 


pQ?ơ? -rW) 


Pữ) = Pữạ)+ n 


› P 
3) Chất lông không thể nén được, ọ(P)=—. 
@ 


Các đường dòng là các vòng tròn trục (Óz) và 
bán kính z. Vì không có ngoại lực nào khác 
ngoài các áp lực, nên điều đó cho ta p„ =0. 


2 
3) Chứng mình rằng (+5 ca] là một 


hằng số trên một đường dòng, nhưng phụ thuộc 
vào đường dòng đã chọn. Hãy xác định ọ(P). 


1) Ô biểu diễn véc tơ xoáy. Thật vậy: 


ni(azä= 0a“ 3 | 


r 


2 
Như vậy đại lượng lỆ +ép se) được viết: 


2 22 3:2 22 
ø.PỊ JQr Or Pứu) Q nị|, 
2p 2 4 p 4 


= graá(Qr2) A S9 ~2G, : 
grad(@r“)^ ? là hằng số chỉ phụ thuộc z, nghĩa là không đổi trên 


một đường dòng. Hằng số này phụ thuộc đường 


su |-6 _ 
MẸ EGE # =0 (xem chương 8). dòng, vì ta ở bên trong một dòng xoáy (Q z0). 


4 Các áp dụng của hệ thức BERNOULLI 


4.1. Dòng chảy ổn định và chậm 
của một chất lỏng có thể nén được 
Trong gần đúng bậc nhất, liệu ta có thể áp dụng hệ thức BERNOULLI dưới 
dạng đơn giản nhất của nó cho một chất lưu có thể nén được như không 
khí được không ? 
Giả sử là trong các điều kiện của thí nghiệm, tôn tại một hệ thức giữa P 
và p. Nó được thể hiện bởi sự tôn tại của một hệ số nén: 
No, 
púP 
Thường xảy ra dòng chảy gần đúng là đẳng entropi, và X ~X,. 
Giả sử rằng có thể bỏ qua các độ biến thiên của p trong một dòng chảy ổn định 
mà ở đó vận tốc biến đổi giữa 0 và zmạx. Theo hệ thức BERNOULL1, thì áp suất 
2 


sẽ biến thiên giữa P„ịn và Pụmạy với Pụay = Paịn + AP= Pụịn + p PK, 


Một độ biến thiên áp suất như thế sẽ tương thích với giả thiết, nếu như độ 
biến thiên của p gắn với độ biến thiên áp suất lại nhỏ về giá trị tương đối, 
nghĩa là nếu: 


] 
AbDxXpAP<p hay hấu : 
Ð 


Theo kết quả của §2.3. thì điều kiện này tương đương VỚI ụay  Cạm - 


Như vậy có thể áp dụng hệ thức BERNOULLI đơn giản nhất: 
2 


p?Ð 


——+P+ey #Cte 
2 


Pm 


cho một chất lưu có thể nén được, trong chừng mực mà vận tốc của 
dòng chảy vẫn còn rất nhỏ so với vận tốc truyền âm trong chất lưu 
này, trong cùng các điều kiện của thí nghiệm. 


4.2. Tia đồng tốc ở không khí tự do 

Xét dòng chảy dừng của một chất lưu không thể nén được dưới dạng: 

* một tia tự do, nghĩa là không có bất kỳ một tiếp xúc nào với một bể mặt 
cứng hay một chất lưu nào khác; 

s vận tốc ở = z£„, không đổi. 

Tia này được gọi là tia đồng tốc (h.20). 

Giả thiết các lực duy nhất tham gia vào là các áp lực: hệ thức BERNOULLI 
được viết trong toàn tia là: 


h- 


—— + — =CIC. 
p 

Vận tốc là như nhau tại mọi điểm của tía, áp suất cũng như thế. Trên các 
bờ tỉa, chỗ tiếp xúc với khí quyển. áp suất có giá trị #ạ (ta bỏ qua sức 
căng bê mặt). Vậy, đó là áp suất tại mọi điểm của tia. 
Trong một tía đông tốc ở không khí tự do, áp suất là đều và bằng áp 
suất tôn tại trong môi trường ''ngoài"". 
Ta thừa nhận kết quả này đối với mọi tỉa ở không khí tự do. 


Chủ ý: 
Kết quả này cũng có thế được kiểm chứng bằng cách dùng trực tiếp? 
phương trình EULER. 


4.3. Hiệu ứng Venturi 


4.3.1. Nguyên lý cơ bản của hiệu ứng Venturi 

Một dòng chảy dừng đồng chất không thể nén được, chỉ chịu tác dụng của 
các áp lực, được giới hạn bởi một ống dẫn có tiết diện thay đổi (h.21). 
Ngoài ra, bài toán còn được giả thiết là một chiêu: tất cả các đại lượng có 
một giá trị đều trên một tiết diện thẳng của ống dẫn. 

Sự bảo toàn lưu lượng thể tích giữa các tiết diện có diện tích $¡ và $2 
buộc phải có: 


Siủi = S212 


110 


?e 


HỘ 


H.20. 7? đồng tốc ở không khí tự do. 


H.21. Hiệu ứng Venturi 


h>Đ. 


XIN 
?§ 


Việc áp dụng hệ thức BERNOULLI giữa hai điểm của các tiết diện này lúc 
đó, kéo theo: 


hd b d 
0° Z0 Jh, ` 


Nếu Š¡>®%; thì øœ<ø¿ và H.>P›. Hiện tượng này được biết dưới tên 
gọi là hiệu ứng VENTURI. 

Các miễn có tiết diện nhỏ, do vậy có vận tốc lớn, cũng là các miễn có 
áp suất thấp. 

Chú ý rằng hiệu ứng VENTURI này được kiểm nghiệm rất đúng đối với 
các chất lưu có thể nén được như không khí: phép tính gần đúng này có 
hiệu lực chừng nào mà vận tốc của chất lưu còn rất nhỏ so với vận tốc 
truyền âm trong chất lưu đang xét. 


4.3.2. Các áp dụng hay các hệ quả thực tế 

4.3.2.1. Thí nghiệm với các tờ giấy 

Khi thổi phía trên một tờ giấy giữ nằm ngang, thì tờ giấy tự nâng lên. 
Thực vậy, vận tốc của chất lưu khác không ở phía trên tờ giấy sẽ sinh ra 
một áp suất nhỏ hơn áp suất bên dưới tờ giấy, mà ở đây chất lưu lại đứng 
yên (h.22). 

Mội thí nghiệm y hệt gôm hai tờ giấy giữ thẳng đứng, hơi xa nhau một 
chút: khi thổi vào khoảng giữa, ta thấy hai tờ giấy có khuynh hướng hút 
nhau với cùng các lý do như đã nói ở trên (h.23). 

Cũng có thể hút một tờ giấy bằng cách thổi ở bên trên (h.24). 

4.3.2.2. Hiệu ứng mặt đất 

Ta lại tìm thấy một dạng của hiệu ứng VENTURI trong "hiệu ứng mặt đất" : 
dòng chây của một chất lưu ví như không khí dưới một tấm nghiêng (hay 
các tờ giấy nhìn thấy ở trên) có khuynh hướng áp tấm đó sát đất. Hiệu ứng 
đó được dùng để làm tăng khả năng bám đường của xe đua Ô tô (h. 25). 


Chú ý: 

Đề phán tích đơn giản hiện tượng này, phải đặt mình trong các điều kiện 
của một dòng chảy ổn định, do vậy phải ở trong hệ quy chiếu của xe ô tô. 

4.3.2.3. Sự hút một quả bóng bàn 

Thí nghiệm quả bóng bàn bị hút vẻ miễn tiết diện nhỏ (về phía đỉnh phễu), 
là một sự minh họa khác đây ấn tượng của hiệu ứng VENTURI (0.26). 

Vì những lý do y hệt như trên, mà ta cũng có khả năng giữ một quả bóng 
bàn “bay lơ lửng lên khỏi mặt bàn” (h.27). 

4.3.2.4. Nguyên lý bơm hút (chân không) bằng nước 

Một sự giảm áp được quan sát thấy ở chỗ co hẹp của một ống dẫn: hiệu 
ứng này có nhiều áp dụng. Ví dụ bơm hút chân không bằng nước có một 
chỗ thắt trong ống dẫn nước nối với một bình mà người ta cần rút chân 
không (h.28). 


chất lưu 
đang 


chuyển 
Cà động 


A 


chất lưu đứng yên 
H.22. Khi thối, tờ giấy (giữ cố định ở 
A) tự nâng lên (nó có dạng mặt trên 
của một cánh máy bay, nghĩa là lưng 
cánh máy bay). 


$-“ 


H.23. Khi thổi vào giữa hai tờ giấy 
giữ cố định ở các điểm A và B, thì 
hai tờ giấy dường như hút nhau. 


chiều dòng chảy chất lưu 


đĩa phẳng 
tròn sự co hẹp 
làm cho tờ giấy 


bị hút lên 


` vị trí ban đầu 
của tờ giấy 


mặt phẳng 


H.24. 7ờ giấy tự nâng lên. 


H.25. Hiệu ứng mặt đất đối với một 
xe Ô lô đua: PA > Pp. 


chỗ co hẹp : trong các 
miễn này, vận tốc 
của chất lưu lớn 


chiều ——————= 

dòng chảy của 

chất lưu 
phêu 


bóng bàn 
bàn máy sấy tóc 


H.26. Thí nghiệm quá bóng bàn: quả 
bóng lúc đầu ở trên mặt bàn bị hút lên. 


——dòng chảy - 
chất lưu chiếu - sự co hẹp 
dòng chảy gây ra sự giảm 
không khí áp, nó cho 
| phép hút chất 
lưu, và như vậy 
hun chất lưu 
BÌNGGbEtd7 ` phun chấ 
2MB ĐẸP HẠNH —==_—_—  ~Z/\ thành bụi 


gây ra sự giảm 
áp, vì vậy gây 
ra sự hút khí 
trong ống 


H.28. Nguyên lý của một bơm hút 
(chân không) bằng nước. 


H.29. Nguyên lý hoạt động của một 
bình phun, hay một súng phMh sơn. 
4.3.2.5. Nguyên lý các bình phun 

Nguyên lý các bình phun hay một số các súng phun sơn bao giờ cũng dựa 
lên cùng một sơ đô như trên (1.29). 

Dưới tác dụng của một cơn bão, mái của một ngôi nhà có thể tự tốc lên vì 
cùng những nguyên nhân như trên (.30). 


4.3.3. Đo lưu lượng bằng ống Venturi 

Ống VENTURI (#.31) là một áp dụng khác cho phép đo các lưu lượng. Ở 
đây ta đứng trong trường hợp một dòng chảy dừng đồng chất không thể 
nén được. 


« Ống có một chỗ co hẹp ở mức điểm Ö và nếu ta giả thiết vận tốc là đều 
^ ⁄ LŠ ý . ` ` 2 S X% 
trên các tiết diện §%4 và s$p, thì lúc đó øpg .. >4. Trên đường 

B 


đòng đi từ A đến ð, thì hệ thức BERNOULLI ở chế độ dừng đối với một 
chất lưu không thể nén được có dạng: 


2 2 
Bà ĐA _ Fp , 0B. 
p2 p2 


<4H.27. Hình dạng các đường dòng ở 
lân cận quả bóng bàn cho phép giải 
thích tại sao quả bóng này có thế 
vẫn ở cân bằng, ngay cá khi thông 
lượng không khí không phải là thẳng 
đứng (có thể duy trì sự cân bằng này 


ở một góc từ 20° đến 309 ). 


H.30. Các đường dòng ở gần sát mái 
nhà "sít" nhau hơn. Áp suất trên mái 
nhỏ hơn áp suất trong nhà. 


tiết diện S„ 
H.31. Nguyên lý của ống VENTUNRI. 


° Các ống bên đều hở với không khí tự do. Các ống này chỉ làm nhiễu 
loạn rất ít dòng chảy (nếu các tiết diện của chúng là nhỏ so với tiết diện 
của dòng chảy (nhưng không được quá nhỏ, xem áp dụng 1), và nếu 
chúng được đặt "xa" chỗ co hẹp), thì trong các ống đó chất lỏng ở trạng 
thái nằm yên, do vậy ta có (h.31 và 32). 
PA — PAo = Pa: — lạ = p8(2Ao ~ZA') Và Pạ — Hạo = P — Fộ = p&Œ2po — #p')- 
° Dòng chảy là dòng một hướng trên các tiết diện SA và Sự. Rota của ở 
ở đấy bằng không, và như vậy, theo hệ thức BERNOULL1 đối với một chất 
lưu không thể nén được ở chế độ dừng thì: 
PA — PA» = D8(&An —£A) Và Pn ~ Ứg" = P&(äp" — ZB)- 
* Tôn tại giữa A' và A" (và giữa Ð' và B8") một miền nhỏ chảy rối: như vậy, hệ 
thức BERNOULL1 không thể áp dụng được giữa hai điểm này. Tuy nhiên, ta có 
thể giả thiết rằng A' và A" rất gần nhau, và, vì áp suất là liên tục, nên: 
#A' “8A PA = PA»; £g' * 2p"; Pp' Z 
Với phép tính gần đúng tốt nhất, ta có: 
PA = Rạ + DghA., Ppg = Rạ + pghp và PA — Pg = pe(hA —hp). 
Đồng nhất hai biểu thức của Pa — Pạ, ta được: 


Thí nghiệm này minh chứng cho một phép đo khả dĩ về lưu lượng thể tích 
Dy của chất lưu: 


4.4. Nguyên lý của một phép đo áp suất 
4.4.1. Đo áp suất cục bộ 


Việc đo áp suất cục bộ được thực hiện với một áp kế đơn giản bằng cách 


dùng một áp suất chuẩn làm mốc (.33). Ta biết rằng, nếu các kích thước 
của một lỗ là nhỏ (nhưng không nhỏ quá!), thì ta có sự liên tục của áp suất 


ở ngang mức lỗ hở, do vậy việc đo áp suất là có thể đạt được. 


4.4.2. Đo áp suất tại một điểm dừng 

Muốn đo áp suất tại một điểm dừng, nghĩa là áp suất tổng cộng hay áp 
suất tù hãm (xem §3.4), thì dùng một ống PITOT là thuận tiện nhất (34): 
miệng ống đo "hướng thẳng vào tia". 


4.4.3. Đo vận tốc trong một dòng chảy không thể nén được 
Ta biết rằng (áp suất tổng cộng ) ?g và p (áp suất cục bộ mà ở đó tôn tại 
một vận tốc 2) liên hệ với nhau theo hệ thức sau đây (đối với một dòng 
chảy không xoáy, không thể nén được, dừng, và ở z không đổi): 
2 
Đ 
lị=p+p—. 
0—PTP 2 


Biết p và độ lệch ?» — p, lúc đó ta có thể đo ø. 


không —> 


Em kính ¿ 

miền 
A' h chây rối 
TA) <PÈSNNIGIE 


H.32. Nếu tiết diện ống (đường kính 
È) nhỏ so với tiết điện của dòng chảy 
(đường kính D), thì miền chảy rối sẽ 
có kích thuóc giảm nhỏ ải, và ta có 
Pạ.= Pụo. 


nước 6 
(khối lượng riêng p,„ø, ÍP Kế 

H.33. Áp suất là liên tục ở ngang 
múc lỗ hở, và P= Pp- Duựw&£h. 


Pạ 


đường dòng 


= > 


Pạ,u=0~ 


áp kế 
H.34. Ống P/TOT : áp suất là liên tục 


điểm dừng 


ở ngang múc lỗ hở (U = 
lạ = P + Duueceh". 


0), và 


Muốn thế, ta có thể dùng một kiểu ống PITOT là ống PRANDTL (h.35). Ta 
nhắc lại rằng các phép đo khác nhau này đều khả dĩ trong không khí 
chừng nào mà ta vẫn có < c (xem §4.1). 


4.5. Hiệu ứng MAGNUS: lực nâng 

Một lần nữa, ta lại đứng trong trường hợp một dòng chảy dừng, đồng chất, 
không thể nén được và không xoáy: như vậy, hệ thức BERNOULLI được áp 
SNHE trên bó KH tự, ke n biệt trên bao SƯỢNG nu — HS Ống 

Dòng chảy, giả thiết là đều ở vô cực, bị nhiễu loạn bởi một vật cần hai 2 
chiều. Cách đặt tên gọi này không nhất thiết phải hàm ý rằng vật cẩn là lạ — D= Dawee#fÍ = không khí — - 
phẳng, nhưng có nghĩa là ta có thể quy về sự nghiên cứu trong mặt phẳng. HC. 
Ví dụ, đó sẽ là trường hợp của một hình trụ đặt trong một dòng chảy mà 

các đường dòng đều nằm trong các mặt phẳng trực giao với trục của hình 

trụ, sao cho bài toán là đông nhất trong từng mặt phẳng ấy. 


Dòng chảy xung quanh một hình trụ đáy tròn đã được nghiên cứu trong 
chương 3. §3.4. Sự đối xứng của hình vẽ (h.36) ngụ ý sự bằng nhau của 
các vận tốc và các áp suất ở các điểm A và B: ứu =p =0 và PA = Pp. 
Hình trụ lúc này đang quay với vectơ quay G xung quanh trục của nó. Tính 
chất thực (nghĩa là tính nhớt) của chất lưu làm nó quay theo ở chỗ tiếp xúc 
với hình trụ. Ta tiến hành bằng cách chồng chập: dòng chảy tổng hợp là tổng 
của dòng chảy trước và một dòng chảy loại cuộn xoáy do sự quay của hình 
trụ (ñ.37); bản đồ mới của dòng chảy sẽ được nghiên cứu trong bài tập 8. 


`... l XS H.36. Dòng chảy xung quanh một 

Kết quả là tại A và B, các vận tốc lúc này là: hình trụ đứng yên. 
D4 =U+A 0, Và Ủp =D—AUHy. 

Hệ thức BERNOULLI có thể được viết trên các đường dòng đi từ Áo đến A 

và ðạ đến 8. Áo và Bọ, ở rất xa vật cản, được đặc trưng bởi cùng các giá 

trị vận tốc và áp suất: z4 > 0p lúc đó kéo theo P; < ñạ. 

Sự khác nhau về áp suất này làm sinh ra một lực thẳng đứng (do vậy, vuông 

góc với dòng chảy lúc không có vật cản), ở đây hướng đi lên theo chiều quay 

giả thiết ban đầu: hiện tượng này được gọi là hiệu ứng MAGNUS (xem bài tập 

8). Hiệu ứng MAGNUS cũng tác động lên một vật cản giả thiết là linh động 

trong một chất lưu nằm yên ở xa vật cản (chỉ cần đứng trong hệ quy chiếu 

gắn với vật cản là đủ để lại tìm thấy trường hợp trên): lúc đó, vật cản chịu 

một lực trực giao với phương dịch chuyển chính của nó (/.37 và 38). 


—=_ 
——=—=—=== lực tác dụng 
— lên hình trụ 
== 

vận tốc "cao" 
(Z1 áp suất "thấp" 


vận tốc "thấp" 
áp suất "cao" 


— 
X Xx 


H.37. Sự thế hiện hiệu ứng Magnus khi hình trụ đang quay. — H.38. Việc thế hiện sự biến đối của các đường chất lưu: 
vận tốc nhanh nhất ở phía trên hình trụ. 


Lúc đó, hiệu ứng này giải thích các quỹ đạo bị uốn cong của các quả bóng mà 
người ta đập lên chúng bằng cách truyền cho chúng một chuyển động quay 
như: các quả bóng bị "đá xoáy" trong bóng đá, các quả bóng bị "líp" hay "cắt 
(theo chiều quay) trong quân vợt. Để phân tích định tính hình 39, thì phải nhớ 
rằng hệ thức BERNOULLI đơn giản nhất chỉ có thể được áp dụng nếu dòng 
chảy ổn định. Điều đó giả thiết rằng hệ quy chiếu nghiên cứu được gắn với 
tâm quả bóng, và rằng vận tốc ở vô cực là ạ =—ö. 


4.6. Dòng chảy xung quanh một cánh máy bay 

Cánh máy bay biểu thị một ví dụ khác đặc biệt quan trọng, trong đó một lực 
tác dụng lên một vật cản đặt trong một dòng chảy: lực này được gọi là "lực 
nâng” tác dụng hướng lên cao (từ "mặt dưới cánh” hướng lên "mặt trên cánh”) 
và bảo đảm sự nâng máy bay lên trong không khí (h.40). Chúng ta sẽ nghiên 
cứu lực này trong khuôn khổ của chương 6. Nhớ rằng sự tôn tại của một lực 
nâng tuỳ thuộc vào sự tổn tại của một lưu thông chất lưu khác không xung 
quanh vật cần (như trường hợp đối với hình trụ đang quay...). 


Ta thu được các hình 40, 41 và 42 (phần mềm FLUIDES - JEULIN) bằng 
cách chồng chất lên một dòng chảy đều, các nguồn và giếng được phân 
bố càng đều càng tốt trên "bộ khung” của cánh máy bay (h.43). Các vòng 
tròn màu sắc khác nhau cụ thể hóa các nguôn, giếng và dòng xoáy. 


H.39. Sự thể hiện hiệu ứng MAGNUS 
trên một quả bóng đang quay. 


y =..... 3 th TY, Đụ 
BE lm ———- 
WE- Lˆ‡ 
L- E- —————- 
^ „ ———— 
————— —— mô phỏng —= 
T6 Tấn " F——_= biến dạng cánh —————~ 
FÌ vận tốc "nhạnh" —————————— EÌ =. —. ——= 
— = " ở _———————— 
—————— Z====z= mặt trên cánh —————— 
TH ƯợNG,: quy: sẽ 
= ¬ KH EEEE-IDHNDEGE-E--mALE Ej điểm ¬—= 
vận tốc "chậm" ———————————— dừng :——————==—— mặt dưới cánh =—————— 
In: lI. J—— 
= ————————-—- 
E = - 


* 
H.40. Mô phỏng dòng chảy xung quanh một cánh máy bay. 


————--- 


>~Ý 


—> 
% 


H.A1. Sự thể hiện hình dạng cánh với cách mô phỏng này. 


4 H42. Biên dạng cánh máy bay: cách 
thể hiện sự biến đối của các đường 
Chất lưu. 


chiều của 
chất lưu 


——m> 


A 


mặt trên cánh 


mặt dưới cánh 


H.43. 7a nhận được sự mô phỏng 
bằng cách phân bố các nguồn từ A 
đến C và các giếng từ C đến B. Một 
dòng xoáy, áp đặt ở lân cận điểm A, 
là cần thiết đế tạo ra một lực nâng. 


4.7. Sự tháo cạn một bể chứa: công thức TORRICELLI 
Một bể chứa có một lỗ hở, nhờ đó một chất lỏng không thể nén được có 
thể chảy qua: ta hãy tìm cách xác định vận tốc phun ø của chất lưu ở 
ngang mức lỗ hở này. 

Dòng chảy nghiên cứu không tuyệt đối dừng, nhưng nếu tiết diện s của lỗ 
nhỏ so với mặt thoáng S$ (44) thì gia tốc cục bộ rất nhỏ so với gia tốc 
đối lưu và hệ thức BERNOULLI về các dòng chảy dừng sẽ được áp dụng 
(xem bài tập 10). 

Áp suất của tia tự do ở B bằng áp suất khí quyển (xem § 4.2). Sự áp dụng 
hệ thức BERNOULLI giữa A và Ö, là các điểm của cùng một đường dòng, 
trực tiếp cho ta: 


2 

Ụ ụỤ 
hẠ +~2-= ghụ +—. 
&HA 2 &ñp 2 


Sự bảo toàn lưu lượng thể tích hàm ý là Szx„ = s¿. Giả thiết Š >> s như vậy 
sẽ kéo theo ø„ <ø, do đó, VỚI h=h„—hg thì uˆ =2gh. 


Công thức TORRICELLI được viết: 
0? = 2ph 


Nó tương ứng với vận tốc phun của một chất lưu ở ngang mức lỗ hở 
mà bên trên là chất lưu có chiều cao b. 


4.8. Sóng hấp dẫn ở mặt phân cách giữa hai chất 
lưu (mô hình sóng lừng) 
Một chất lưu lý tưởng không thể nén được (ví dụ đại dương), có khối 
lượng riêng p, tiếp xúc với khí quyển theo mặt phẳng z = 0 khi nó ở trạng 
thái nằm yên. Hơn nữa, chất lưu này trải rộng đến vô cực về các giá trị z 
âm (đại dương sâu "vô hạn”) (h.45). 


4.8.1. Các giả thiết 

Ta hãy nghiên cứu chuyển động của nó (dưới tác dụng của gió chẳng hạn) 
với các giả thiết đơn giản hóa sau đây: 

° Chuyển động của các hạt là phẳng. Tại một điểm Ä⁄(zx, z) của chất lưu, 
vận tốc là: 

0(M,t†)= H(X,5,†)My + W(X,Z,Ê)H, . 

® Ta hãy quan tâm đến các chuyển động nhỏ, và biên độ các sóng là 
"yếu”: ta sẽ chỉ g1ữ lại các số hạng cấp một của v. 

* Dòng chảy chất lưu là dòng chảy thế: 7(M,?) = grad ÿ)(M,t). 

s Thế được tìm dưới dạng $ = ƒ(z)g(x - c?) : như vậy, đây là vấn để của 
một sóng lan truyền với vận tốc c theo phương x với biên độ phụ thuộc z 
(<< ©). 

* Ở mặt thoáng của chất lưu, tiếp xúc với khí quyển, thì áp suất là đều và 
bằng h : 

Ta tìm cách xác định dạng của các hàm ƒ và g, giá trị của c, các quỹ đạo 
của các hạt chất lưu và hình dạng của mặt thoáng... 


H.44. Sự tháo cạn một bế chứa (giả 
thiết: S >> s). Dòng chảy có thể 
được coi như dừng (độc lập với thời 
gian). 


z P=Pq 
mặt thoáng nằm yên 


đại dương 


độ sâu vô hạn 


H.45. Đại dương có độ sâu "vô hạn”, 


4.8.2. Nghiên cứu thế các vận tốc 


2à 


E3 =0. Với dạng giả 


Dòng chảy là dòng thế, A$ =0, nghĩa là : 
êx” 
thiết của @, thì: 
JCjG C61) 7 II = CÚ = 
J bó): TU) „ 
fŒ\ gŒ20@)- 
trong đó 4 là một hằng số ƒ "(z) — Afz) = 0 và hàm /fš) có dạng c“=* , một 
hàm mũ thực hay phức. 


hay 


Chất lưu phải nằm yên khi ở xa mặt thoáng, nghĩa là khi z LIẾN tỚI - 
Điều này buộc hàm mũ phải là thực, Sip là có A =+k“ và như vậy: 


ƒŒ) = 6£“, k là thực. 
Từ đó ta suy ra ø (xT cf) + kỶ gŒ - cf) =0, do đó ø(x — c) = gạcos(&x — 07). 
khi đặt œ = kc: đây là một sóng hình sin tiến dân với xung động œ và 


2m à : 
bước sóng À = Tiết Thế $ có dạng: 


Q(x,z./) =0ge° ` €Os(kv =@/), 
Chú ý rằng $'(+x,z,f)= (x,z.f) +CŒ) cho cùng một trường các vận tốc. 


4.8.3. Tìm một bất biến 


Dòng chảy là không xoáy, không ổn định, và chất lưu là không thể nén 
được. Hệ thức BERNOULLI được áp dụng dưới dạng: 

lộ 

ĐH TC vựy ý” i80 

ết 2 p 


là đại lượng biến đổi theo thời gian và độc lập với các tọa độ không gian, 
nghĩa là đều trong toàn chất lưu. 
Ta quan tâm đến hiện tượng lan truyền theo x. Đại lượng: 
ẻ 2 
C°È 7 
+ 
ỚI - 2 


+Ø£+ 


do vậy không thể phụ thuộc thời gian, trong khi là đều đối với x. 
Từ đó ta suy ra: 
GUẾỚNG: 
Ò + 


đt: 2 


P 
+#ã+—=8. 
p 


4.8.4. Tìm kiếm quỹ đạo các hạt chất lưu 


Vận tốc của một hạt chất lưu được xác định bởi các thành phần: 
lôU) k= : k 
H(X,S,f)=—— = —kÐge` *ginể—@/) VÀ w(vY.z.f)=——= =kbge° * €Os(kx— @f). 
ŒœX 


Ta sẽ thu được các quỹ đạo Xứ) và Z() của các hại chất lưu (biết vị trí 
Xọẹ và Z¿ của chúng ở thời điểm r = 0) bằng cách lấy tích phân các 
phương trình vi phân: 


dXŒ) ` 


ũ = —kboe*“Ứ) sin(#XŒ)—@1) và KÀU, 
r 


= +kênc““®)cos(kXứŒ) —0f). 
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„ 


bán kính" các quỹ đạo giảm 
khi ta đi xa mặt thoáng. 


tôn tại một "sự lệch pha” giữa 
các quỹ đạo khác nhau. 


H.46a. Các quỳ dạo gân như là các vòng tròn  H.46b. Ảnh chụp cho thấy rõ các quỹ đạo của các hạt khác 


a_ Ì nhau của một chất lưu chịu tác dụng của các sóng hấp dẫn. 
—=——<«l]. 
) 150 


Thật khó giải chính xác các phương trình vi phân này. Sự mô phỏng số 
học các nghiệm của hệ phương trình này chứng tỏ rằng nếu biên độ ø của 
"các dao động" là nhỏ so với bước sóng 2 (hay kø & I), và duy nhất chỉ 
trong trường hợp này, các quỹ đạo gần như là các vòng tròn (h.46). 
Ta trở lại phép tính gần đúng cấp I về ¿ Biên độ các quỹ đạo là nhỏ: 
và kX biến thiên ít, ta coi chúng lần lượt là e`“2 và kXạ. Lúc đó các 
phương trình vi phân trở thành (dạng đơn giản hơn nhiều để giải) : 

dXứ) dZ{0) 

d 


Như vậy, các quỹ đạo của các hạt chất lưu là: 


= -kbogc*“2 sin(kXoẹ =@7) và = +kùpc 22 cos(kXo ~@7). 


k 
Xứ)= Xg = „. (cos(kXXo —@)f}— COSkXqg) 


k L . 
Z)= 29 — ¿pc (sin(kXẹ —@f)— sin kXqg) ñ 
@ 
Ta xác minh đúng là ở / = 0, th Xứ) = Xg và Z(Œ)=Z2ạ. Đặt 
k 2 
R = -bpge“o ` 
@ 


Các quỹ đạo là các vòng tròn có phương trình: 
3%. GIẾ : 2 
[X-(Xo + ReoskXa) [ +[Z—(Zạ + RsinkXa) Ï = RẺ. quỹ đạo quỹ đạo "thực", 


`. Ẻ ` š Tà Hơn = T : ĐỀA A4 sàn nghiệm của 
Ta có thể so sánh dựa trên im 47 độ sai lệch giữa nghiệm tìm thấy và sen tên „ hÊ nh trằnh 


nghiệm đây đủ của phương trình vi phân. Trên ii: 48, ta sẽ thấy độ sai vi phân đây đủ. 


lệch sau vài chụ kỳ. : 
I l H.47. S¿i lệch giữa nghiệm gần 


Thành thử các hạt của mặt thoáng vẽ các vòng tròn bán kính #= —g. đúng và nghiệm “thục” sau thời gian 
@ z=0,91T. 
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quỹ đạo quỹ đạo “thực” 

tròn do cách giải đây đủ sự dịch chuyển 
phương trình vi phân của sóng 

H.48. Độ sai lệch giữa nghiệm gân đúng và nghiệm "thục"  H.A9. Ta thục sự có một sóng lan truyền ở bề mặt của 


sau một số chu kỳ. chất lưu. 

Bán kính các quỹ đạo giâm theo độ sâu. Thành thử, nếu bước sóng là 20 m, 
thì đối với các "chân sóng" cỡ 2 m ở bề mặt (điều này tương ứng với một bán 
kính 1m), các quỹ đạo có bán kính cỡ 3,9 cm và 0,43 cm ở các độ sâu 
tương ứng bằng 3m và lOm: ở độ sâu sau cùng này, sóng lừng hầu như 
khó nhận thấy. 


4.3.5. Nghiên cứu mặt thoáng 
Đối với mọi điểm của mặt thoáng, ta đều có |z;Ì|<^A, nghĩa là 
2r |: 


k|=~=—«l, vậy e£# =1. 


Trong các điều kiện đó, ta có thể viết: 


ô$ 
—— = @Ở§ Sin(kx —0œf) . 
l ôt bề mặt h 


Hơn nữa, ta còn biết rằng tại một điểm của mặt thoáng, ta phải chứng 
minh được (khi bỏ qua các số hạng cấp 2): 


ôÈ !h 
—+£z +—=B, 
P ẤZbè mặt p 


R : 
nghĩa là œ@g sin(kx —@7) + Øzpà mạt +—= = B, độc lập với x. 
an 
Như vậy, ta phải viết: 
@ : 
“bề mặt ” — %0 sin(kx —œf). 


Dáng đi của bề mặt này (với sự thể hiện các quỹ đạo) được biểu diễn trên 
hình 49 ở những thời điểm kế tiếp, cách đều nhau. Ta thấy rõ là có một 
sóng bẻ mặt (hình sin) đang lan truyền. 


4.8.6. Nghiên cứu vận tốc sóng 
Ta cho rằng đại lượng Ö này giữ nguyên cùng một giá trị đối với hai vị trí 


của một hạt chất lưu thuộc bề mặt trên, ở hai thời điểm gần nhau: M ở 
thời điểm t và N ở thời điểm £ + õ¿ (h.5O). 


Như vậy, ta buộc phải đặt MN = dM = 0(M.t)ồt.. 


bề mặt chất lưu 


H.50. M và N đều thuộc một quỹ đạo 
chất lưu trên bề mặt của nó. 


* Ta giới hạn ở cấp 1 và bỏ qua số hạng có J2 


* Mƒ ở thời điểm 7 và N ở thời điểm f + ð¿ biểu diễn các điểm của mặt 
thoáng chất lưu. Vì ta bỏ qua các lực căng bề mặt, nên áp suất ở đó bằng 
áp suất khí quyển #. Như vậy ta được: 


lô Ẹ lộ h 
z=| SẺ) tin ti =| TẾ] “`... 
CÍ JM„ P CÍ ẢN+Ši bế 
* Aƒ và N là hai vị trí gần nhau của cùng một hạt chất lỏng, vậy: 


^ 


Œœ 


3),„-8),|+(8|„»-° 
Œ  Nu+ết Á CÍ Mụ C< JMụ 


^ 


~ .. Z ⁄ cà ˆ . vẻ ” ` e ~ ` 
Số hạng giữa các móc biểu thị vi phân của hàm #) nghĩa là: 
CÍ ) 


Á 
#V =2 + M(M,t)Št = Sự l#) Ôf, 
M! 


do đó: 


ôt“ Ổï öz 


A2 ` `... -| 2 : 
Ệ 3 ai call CẺ |yM -Í8) ðï=0 với dÄf =ø(M t)t. 
Mj Mi 


Số hạng gai SẼ | an , là cấp hai, nên có thể bị loại, và: 
CÍ 


Hệ thức này (gàn đúng) được xác minh tại mọi điểm của bê mặt, vậy là cả 


ởz= 0, nghĩa là: —ø “0(x,0,7) + kgb(x,0,?) =0 do đó œ@^ = kg, Vậy 


c8 J8 |#^ 
k k 2n- 


Ta thu được các sóng trọng lực mô tả hiện tượng sóng lừng (ta sẽ trở lại 
hệ thức tán sắc này trong chương 6). Bước sóng 2. biểu diễn chu kỳ không 
gian của các sóng lừng theo phương (Óx). 


Ta nhận thấy rằng đối với các sóng lừng mà khoảng cách giữa hai đỉnh kế 
tiếp (bước sóng) bằng 8Óm, thì vận tốc c vào khoảng II m.s Ủ; với 
À= 20m, thì vận tốc đó giảm đi một nửa, nghĩa là c = 5,5 m.s Ì, 


Biểu thức vận tốc này cho phép ta viết: 


@ : k . 
Šbề mặt — 90 sin(kv —œ@f)= B gU sin(kx —@f}. 


Chú ý: 
?bê mại Ở đáy là một biến Laprange, sao cho: 
2 


Ki ~@(x.,0,0), hay ® 0ecos(kx —@f) = kộogCOS(kx — @f). 
§ 


“bể mặt 
CF 


điều này là đúng, vì @2= #k. 
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DIỀU CẦN PHẢI NHỚ 


ã GIÁ THIẾT VỀ CHẤT LƯU LÝ TƯỜNG 
+ Lực bề mặt 
Theo giả thiết về chất lưu lý tưởng, ta bỏ qua các lực nhớt: các lực bề mặt tiếp tuyến triệt tiêu. 


Bao giờ ta cũng bỏ qua các lực căng bề mặt và năng lượng liên kết với chúng. Như vậy, áp 
suất bao giờ cũng là một hàm liên tục của các toạ độ không gian. 


» Một phần tử chất lưu thể tích dr, khối lượng dm chịu tác dụng của các lực biểu diễn khối 
lượng hay thể tích theo biểu thức: 


d/ = ƒgảm = ƒ dt với VỆ =p mm: 


Đối với các lực trọng trường, thì: 1 =pDø với là =#. 


- Đương lượng thể tích và đương lượng khối lượng 

Các dương lượng thể tích và khối lượng của các áp suất, có khởi điểm bề mặt, được biểu thị 

dưới dạng: 

* đương lượng thể tích: ƒ, =-grad P; 

* đương lượng khối lượng: bàn = SE g 
p 


Các đương lượng thể tích và đương lượng khối lượng đều không thể dùng được để tính công 
của các áp suất. 


Các dương lượng thể tích và dương lượng khối lượng của các lực nhớt, có khởi điểm bê 
mặt, được biểu thị dưới dạng: 


» đương lượng thể tích: VÀI =T|AU; 


Hị 


« đương lượng khối lượng: ƒ„ = TAø, 
p 


PHƯƠNG TRÌNH EULER 


ráp DD — Z 
Phương trình EULER được viết Tn Ÿ ti ;toiil e2 


Các biểu thức khác nhau của phương trình EULER đối với một chất lỏng lý tưởng là: 


SỬ L(0.gral)ø~ ƒ„ a3, 
Ôt 
: grad P 
—— †| grad| — |+2 Aø|= fụy~— 
2 p 
P——+p(0.grad)” = ƒ, - grad P. 


ôf 
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m CÁC HỆ THỨC BERNOULLI 


`. Là P : 
Ta nhận được dạng đơn giản nhất của hệ thức BERNOULLI: Bi €bm+— = Cfe trong toàn 
p 


chất lỏng với các giả thiết mạnh nhất: dòng chảy phải rất đông nhất, không thế nén dược, 


dừng và không xoáy. 


2 


Các dạng khác 


dòng chảy hướng áp 


Đòng chảy đồng nhất 
không thể nén được 


(ö = grad(@$)) 


trong toàn chất lưu 


ñ dP —- 
nhau chà gradP _ Š sau 04 x. 
phương trình p gradP._ = P 
BERNOULLI _. =8 
RE. +ọ(P) =ct V ng Tà ctc 
~——=.†T.CP =cíe —.=< ý _ 
Dòng chảy dừng Sy hịng M 2 Pm 5 
đọc theo một đường dòng | đọc theo một đường dòng 
dòng chảy ôy ?Ÿ ô$ _øỶ PỊ_ 
không xoáy l3 9t +ọ(P) |= cte ETiETil Xr n 


trong toàn chất lưu 


2 2 
: 5 U P 
dòng chảy +ọ(P)=cte ——*€Đm +—= cte 
không xoáy 2 2 p 
VAPCIỦNG trong toàn chất lưu trong toàn chất lưu 


* Như vậy có thể áp dụng hệ thức BERNOULLI đơn giản nhất: 
g2 
PS nh + HN + cíc 


cho một chất lưu có thể nén được, trong chừng mực mà vận tốc dòng chảy vẫn còn rất 
nhỏ so với vận tốc lan truyền âm thanh trong chất lưu này, trong cùng những điều kiện 
của thí nghiệm. 


* Trong một tia đồng tốc ở không khí tự do, thì áp suất đều, bằng áp suất tôn tại trong môi 
trường '"'ngoài"'. Ta thừa nhận kết quả này với mọi tỉa ở không khí tự đo. 


ME HIỆU ỨNG VENTURI 


Các miễn tiết điện nhỏ, như vậy có vận tốc lớn, cũng là những miễn có áp suất thấp. 


m CÔNG THỨC TORRICELLI 


Công thức TORRICELLI có dạng: 
0? = 2gh 


Nó tương ứng với vận tốc phun của một chất lưu ở ngang mức một lỗ hở phía trên có chất 
lưu chiều cao j. 
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Tài tấp 


ẤP DUNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


1 Trường áp suất trong dòng chảy một hướng 
Trong một dòng chảy một hướng nằm ngang, vận tốc 
có dạng ở =¿{x,f)£,. Các lực thể tích duy nhất được 
xét là các lực trọng trường (trục (Óy) là trục thẳng 
đứng đi lên). 

Chứng minh rằng trường áp suất, cắt ngang dòng 
chảy nằm ngang, tuân theo các định luật tĩnh học các 
chất lưu. 


2 * Hệ thức BERNOULLI 

và nguyên lí thứ nhất của nhiệt động học 
Một chất lưu được coi như một khí lí tưởng đang ở 
dòng chảy dừng, không xoáy và đẳng entropi. 
1) Chứng minh rằng dòng chảy là hướng áp. 
2) Từ đó suy ra rằng phương trình BERNOULLI có 


2 
dạng: ^>†#Em +h=cte, trong đó h là entanpi (trên 


đơn vị) khối lượng của chất lưu. 

3) Chứng tỏ rằng hệ thức này thực sự được xác minh 
đối với một chất lưu bất kì đang ở dòng chảy đẳng 
entropi và dừng. 


3 Vận tốc truyền âm trong không khí 

Không khí được coi như một khí lí tưởng, có tỷ số +, 
khối lượng phân tử 4í, nhiệt độ ở trạng thái nghỉ 7ọ 
và áp suất ở trạng thái nghỉ Rạ. Bằng cách sử dụng 
các giả thiết cổ điển kết hợp với việc nghiên cứu các 
sóng âm, hãy biểu thị vận tốc truyền âm trong không 
khí biến đổi theo các dữ liệu trên. 

Dữ liệu: y = 1,4; Tạ = 298K; M = 29.10 kg; Rạ = 10 Pa. 


So sánh nó với vận tốc truyền âm trong nước mà đối 
với nó X⁄„ =5.10!2pa"Ì, 


VẬN DUNG VỐN KIẾN THỨC 


4 *Định lí HUGONIOT 

Một chất khí lí tưởng đang ở dòng chảy một chiều ổn 
định trong một ống dẫn có một trục tròn xoay, tiết 
điện S biến đổi được. 


fffdipfifAG 


Tương ứng với độ biến T———__—_—————— 
thiên nguyên tố d$ của ———— 
tiết diện thì có các độ 

ng TT Z“†“.“- 


biến thiên dP của áp suất 
P, dp của khối lượng riêng p, dzcủa vận tốc z„ dh của 
entanpi (trên đơn vị) khối lượng h và d7 của nhiệt độ 
T của chất khí. 


1) Biểu thị hệ thức giữa d$S, dp và dz. 

2) Dòng chảy được giả thiết là đẳng entropi, hãy xác 
định hệ thức liên kết dP, dp và vận tốc c của âm 
thanh trong chất khí. Liên kết d7, dP, và p với nhau. 


3) Trong ống dẫn, chất khí không thực hiện bất kì 
một sự trao đổi năng lượng nào với bên ngoài. Từ đó 
suy ra hệ thức gắn dử và du. 


4) Từ các kết quả trên, suy ra một hệ thức trực tiếp 
giữa dŠ và du có sự tham gia của vận tốc truyền c: hệ 
thức này cấu thành định lí HUGONIOT. 


5) Chất khí giãn nở trong ống dẫn, vận tốc vào trong 
ống dẫn của chất khí là nhổ so với vận tốc truyền 
sóng c. Chứng minh rằng tiết diện của ống dẫn thoạt 
tiên phải giảm (ống hội tụ). Thực ra, tiết diện này đi 
qua một cực tiểu (ống hội tụ - phân kì), còn được gọi 
là cổ thắt. Bình luận về giá trị của vận tốc sau cổ thắt. 


Thời gian tháo cạn một bể chứa 


1) Tính thời gian tháo cạn 7 của một bể chứa có dạng 
hình trụ, chiều cao H và bán kính ®, hoàn toàn chứa 
đầy một chất lưu lí tưởng chảy qua một lỗ hở tròn bán 
kính r ở đáy hình trụ. 

Dữ liệu: R = 10cm, r = 0,5 cm, H = 50cm. 

2) Bể chứa không còn là 
hình trụ nữa, nhưng luôn 
luôn có một trục tròn 
xoay thẳng đứng. Vậy 
phương trình z = ƒf) của 
một đường sinh phải như 
thế nào để chiều cao của ; 
chất lưu còn lại trong bể chứa phải tỷ lệ 
trôi chảy ? 


ÓO 
với thỜi gian 


Tìm áp dụng của một hệ như thế ? 


Ố Lực tác dụng lên một ống tiêm 


Một ống tiêm gồm một vật co tiết diện không đổi SỊ 
và một kim mà đầu mút có tiết diện Š;(§% «& S1). 


Ống tiêm này đựng một chất lỏng có khối lượng riêng 
p được phun ra bằng cách tỳ lên một pittông di động 
không ma sát. Tìm lực mà một thao tác viên phải tác 
dụng lên pittông để bảo đảm phun ra một lưu lượng 
thể tích D, ? 

đòng chảy đồng tốc 

ở không khí tự do 
tiết diện S2 


tiết điện “5; 


ta bỏ qua sự chảy rối 
trong miễn này 


f x*Sự biến đổi của một bong bóng rỗng 


Trong một chất lưu đồng nhất không thể nén được ở 
trạng thái nghỉ, xuất hiện một bong bóng rỗng hình 
cầu, bán kính ban đầu aạ. Ta bỏ qua các lực trọng 
trường và thừa nhận tính liên tục của áp suất ở mặt 
phân cách trống rỗng - chất lưu (do vậy ta bỏ qua các 
lực căng bể mặt). Chất lưu được giả thiết là nằm yên 
ở vô cực, ở áp suất đều #. 
Hãy xác định khoảng thời gian 7 để sau đó bong 
bóng biến mất. 
Dữ liệu: 
l 
áo, =5mm,p =10 kg.m Ÿ và I= | 
0 


3 
* 


l—x 


ö *Hiệu ứng MAGNUS 


1) Một dòng chảy ổn định, không thể nén được, đều, 
được đặc trưng bởi vận tốc 2 = øp£y, ở xa một hình 
trụ bất động, trục (Óz) và bán kính a. 

Nhắc lại biểu thức của trường các vận tốc xung quanh 
hình trụ này (xem chương 2). 


2) Bây giờ hình trụ đang quay xung quanh trục cố 
định của nó. Sự quay này gây ra ở phía ngoài hình trụ 
2 
một trường vận tốc bổ sung có dạng Ø = SỈ : 
r 


a) Hãy biểu diễn, đối với các giá trị khác nhau của œ, 
bản đô các đường dòng của chất lưu, bằng cách xác 
định các điểm dừng hay các điểm vận tốc triệt tiêu. 

b) Xác định áp suất P(4, 9) ở mọi điểm của hình trụ 
và từ đó suy ra lực tác dụng bởi chất lưu lên hình trụ 
trên đơn vị dài của nó. 


c) Tính lưu thông F' của trường các vận tốc của chất 
lưu dọc theo một đường cong kín bất kì bao quanh 
hình trụ và biểu thị lực nói trên theo F. 


© Sự tháo cạn ở chế độ không dừng 


Để hiểu rõ hiệu lực của 
phép tính gần đúng về 
một chế độ dừng khi 
nghiên cứu sự tháo cạn 
một bể chứa, người ta 
đưa ra mô hình không 
đừng sau đây. 


Lỗ hở bể chứa được nối với một kênh nằm ngang 
chiều dài /, tiết diện không đổi s (rất nhỏ so với tiết 
diện § của bể chứa) trong đó vận tốc chất lưu có dạng 
Ö = 0(x,t)ề,. Ở thời điểm ¡ = 0, van được mở tại 8 
cho phép chất lưu chảy đi. Sự khởi động vận tốc của 
chất lưu được nghiên cứu với các giả thiết sau: 

*® độ cao h trong bể chứa biến đổi rất ít trong pha quá 
độ này (s << $5); 

® gia tốc cục bộ của chất lưu chỉ lớn ở trong kênh và 
một miễn nhỏ của bể chứa ở gần lỗ hở. 

1) Chứng minh rằng 2 chỉ phụ thuộc / trong kênh. 

2) Xác định phương trình vi phân mà ¿) tuân theo. 


3) Hãy tích phân phương trình này bằng cách đưa ra 
một vận tốc giới hạn 0. 


4) Đánh giá thời gian mà sau đó ø chỉ sai lệch 2 cỡ 
5%. Dữ liệu: h = 2m và L = 1m. 


5) Dưới ánh sáng của các kết quả này, hãy bình giải 
tính hiệu lực của công thức TORRICELLI. 


LỮI 6IẢI 


: „-._ ÔU_ Ôu.  _ —: 
14 Phương trình EULER được viêt: _ +pbũ, =p£-gradP. 
X 

Về thứ nhất có hình chiếu triệt tiêu trên các trục (Oy) và (Oz) trực 
giao với các đường dòng. Khi chiếu trên các trục này, phương trình 
EULER quy về: 

s chiếu trên (Oy): =—p g Ðóá : 
ðy 


s chiếu trên (Oz): 0= Chế 
ðZ 


Như vậy, ta nhận được các định luật thuy tĩnh học trong một mặt 
phăng thắng đứng. vuông góc với các đường dòng. 


y - 
PM, 0) =Ð (x, Dếy 
dòng chảy của chất lưu 


cá 


—> 


%\ 


2 


Mã 1) Phương trình về sự biến đổi của chất khí được xác định bởi 


định luật LAPLACE PVT = c6 (biến đôi đẳng emtropi, nghĩa là đoạn 
nhiệt và thuận nghịch, của một khí lí tưởng). hay dưới dạng khối 


lượng PuÏ =cte, trong đó u là thể tích riêng (thể tích trên đơn vị 
khôi lượng) của chât lưu. Và lại u=— và định luật trở thanh: 
p 
| 


_ = `. hl 
Pp =Rpgĩ nhờ đó ta được: p = n|#) Ta 
Tả lại tìm thấy các tính chất của một dòng chảy hướng áp: D chỉ phụ 
thuộc P (hay ngược lạ). 


urad P 


2) Người ta tìn Í{P) dưới dạng = grad(f' (P)). 


Ị l 


=— mu v. | 
D7 SE (JIF TRT ” ¬ 1) 
E0 120 VD tg radP = “0. mrad PỲ 
PP Ðọ Ị 
Mặt khác định luật LAPLACE cũng được viết: P' TT! =de= b1}, 
l 


léc 


I 
l= 


grad P 
do đó: P Ì =J P _-. Lúc đồ suy n Ÿ T = ca D. ——gradT.. 


0 Ð ?poYy-l 
Khi sử dụng định luật các chất khí lí tưởng (KLT) dưới dạng khối 
lượng - Tạ = pụ rTạ, trong đó r là hằng số khối lượng của các KLT, 
THỦ thì ta được: 
y Ì 


gradP 


và chú ý răng cụ = 


=Œp grad T1. 
Biết rằng đối với một khí lí tưởng h= €(†— 1a) + họ , ta được: 


grad P 


= grad(e„T)= grad() . 


3 
: 2b 3> La 
Phương trình Bernoulli có đúng dạng “2 † #Em + h=cte. 


3) Đối với một chất lưu bắt kì, ta có thể viết theo các đại lượng thuộc 
đơn vị khối lượng (sự đông nhất nhiệt động đối với một chất lưu bất kì): 


1bStbdiBs TRS<C RE, 
p 


Đối với một dòng chảy đẳng entropi ds = 0. 
Ta hãy xem xét một dòng chảy dừng: giả sử cho một phân tử chiều 
đài bất kì, ta có: 

dh= grad h. d[ và dP = grad P. dF., 


dP 


đó gradlP - dh 


do đó .d= 
p p 
lực cho dù dỈ thế nào. vậy niên ta có: 
grad P 

lD 


Đối với một dòng chảy dừng, đẳng emropi của một chất lưu bắt kì, ta có: 
u 
Ronn €Pm + h=cte. 


gradh. di. Biểu thức này vẫn có hiệu 


= gradñh. 


53 Ta trở lại công thức c= 


DoXs 
đốt với một khí lí tưởng, thì sự biến đổi đăng entropi được thể hiện 


bởi Pp_Ì =cqe (phương trình LAPLACE) mà vi phân loga cho ta: 


dúP  dp `. 

Sỉ hAaY Xy=——=——. 

P.p YP yh 
YR, _ wK§ 


Như vậy, ta có biêu thức vận tốc âm thanh: c= In ~3⁄6ms 1, 


mỶM 


Với nước c = 1400m.s”!, nghĩa là một trị số lớn gấp bốn lần trong 


không khí. 
đt 1) Sự bảo toàn lưu lượng khối ở chế độ ổn định cho ta: 


d 
Ẹ c0 (). 
D S 


| 
2) Theo giáo trình c = VỚI X4; I3) , đo đó c n2 : 
Ý px; p\ỚP %pj, 


nhờ đó, ta còn có thể viết đối với sự biến đối này: úP = c?dp . 


pSu=cte, từ đó —— 


. dà2 2 si se Si 


P p 


NT cÓi (0). 


3) Theo nguyên lí thứ nhất (xem bài tập 2): 


u uẺ 
dh+d cï =dh+udu=0 (3) (nghĩa là đạn ch ) 


4) Các hệ thức (2) và (3) cho phép viết cˆ dẸ =-0udu, do đó (khí 
Ð 


đùng hệ thức (])). ta được định lí HUGONIOT: 


2 
kh n2 TẺ =0. 
S U £° 


5) Ở đầu ống dẫn. ø < c. và 0 tăng khi S giảm: ống dẫn thoạt tiên là 
hội tụ. Sau đó, ta phải xem xét hai trường hợp: 


* S đĩ qua một cực tiểu (cổ thắt của ống dẫn), + luôn luôn nhỏ hơn c và 0 
đï qua mội cực đại; dòng chảy bao e1ờ cũng dưới vận tộc âm thanh: 

* nêu ®= € Ở cô thắt. thì còn có thê có du = 0 (trường hợp trên). 
nhưng cũng có du > )' lúc đó, vận tộc tiêp tục tăng trong phân phân 
kì của Ống dẫn: dòng chảy trở thành siêu âm. 


5 1) Người ta bỏ qua miễn chảy rối: do vậy dòng chảy giữa các 
điểm A và B biểu diễn một dòng chảy đừng (nếu ò <<R), không rối 
của chật lưu không thê nén được. Công thúc BERNOULLI cho: 


53 3 
2 P\ DJ P 
-2+g74+_—Ä2=_—Ö + gzp+—#, 
2 : 2 p 


ỞB, ta có một dòng chảy đông tốc ở không khí tự do (nghĩa là không 


có ứng lực bên ngoài), do vậy Ppg = Pensu = PẠ.. 


Sự bảo toàn lưu lượng thể tích (chất lưu không thể nén được) giữa mặt 
thoáng mà tại đó vận tốc là V, và đáy của bê chúa, cho phương trình 
2 3 s 
KˆV=rru:hơnnữa zZA—zp=h. 
AB 

4 

[ š Ả z Ty 
20h ST , công thức này tương Ứng với 


Như vậy, ta được I0 = 


công thức TORRICELLI (O=J2gh) trong trường hợp mà R >> r. 


va £ dh à- sự $ XM 
Cuối cùng V = lê (h gimm khi t tăng). Từ đó : 
đí 


23 ¬ 
dh- rˆ dh r7 
=—-=> ¿0! hãy ———==— =— 
dc R.Y” vh R R 


fdh r” c= 
2gút. đo đó Í== = v2kT. 
4h 2 
0 
—- 
Rˆ |J2H 
vậy T=~—+ |——- = l28s. 
7£ 
tiết diện bán kính # 
trong miền này, 
chất lưu đang ở 
đòng chảy gần 
như dừng 


H 
lỗ hở ngắn 
bán kính r 


miền chảy rối — đồng tốc 
ở không khí 
tự do 


2) Nếu hít) tỷ lệ với thời gian trôi chảy, thì V = -_= cle=K.. Khi 
( 


viết sự bảo tuàn lưu lượng thể tích giữa đáy và mặt thoáng, vòng tròn 
bán kính R thay dối được, thì ta có: 


2 


RˆK =rˆ-J2ph , do đó h=— RẺ = ARE, 
2gør 


Đây cũng là phương trình tông quát của dường sinh của hể chứa: z =A r”. 


Một thang thăng đứng có thể được chía độ tuyến tính theo thời gian 
thành thử có thể đo được dễ dàng (động hô nước) 


Ó Ở chế độ ốn định. với một chất lưu không thể nén được. thì có sự 
bảo toàn lưu lượng thê tích: Su= 6 =D, 
Hệ thúc BERNOLLLI được viết Iữa một điêm của pitông và một điểm 
của tiết diện ở lối ra (bài toán được giả thiết là một chiều, và các lực 
trọng trường là không đáng kê) cho ta: 

3 "3 


lÁ lu) 
P+p—=l+p— 
P 2 u†pP 2 
trong đó P là áp suất ở ngang mức pít tông và Pạ là ấp suất khí 
quyên (tra đông tốc ở lối ra ông tiêm), do đó: 


NI NN: 
F=(P R)s=P2" l5] 


ch 
ì 
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Chú ý: 
Lực mà ta vừa tính ở trên. biểu diễn lực tác dụng lên pít tông, biết 


tăng thân của ông tiêm được giữ cô định. 


v4 Bài toán có tính đối xứng câu. Bong bóng rồng sắp vỡ ra biến 
mắt và vận tốc của chât lu được kí hiệu: 


0 = vự,t)e, 
Z5 hề da „ G0 2c 
Đo tính hên tục. Đau ST: và U{T,Đ,_y„, tiền tới 0. 
( 


Đòng chảy là Không thê nén được, nên sự bảo toàn lưu lượng thê tích 
bắt buộc thông lượng của 0. đi qua một mặt câu bán kính r. phải là 
/ữ). 

N (Xcm 
F 


một hằng số ở thời điểm t cho trước. Cho ủŒ,Đ)= 


Chương 2). 


BIẾI rằng tại r = a o=—-. nhờ đó ta có "=- hay 
Hà 
- 204... 
ƒU)=z*°, từ đó: 
di 
z (1) da() 
TÔ Ôn 
rk ú 7 


Ta có thê dùng phương trình EULER được tích phân trên một đường 
đồng (xuyên tâm) đi từ bán kính bong bóng đến vô cực. với 


d1 =drẻ, Tính chất không thể nén được kéo theo: 


B—+ 8 B 
qúdP ; 1£ge- ; TP 
ƒPE di<c leirdi-| | 
AP B2 Pla 
đo đó ; 
ôU ~ PT bì 
nï + ch 
t=a : E P q 
¿ ỒU - ví i 
Thê nhưng Đ dỆn CC  p= ào, a bb dr, từ đó ; 
ôi ôt r7 dC dí 


`3 3 2 
Id ⁄ 4ì Tá HẠ 
C (21) _ ï =U, hay ni = =0. 
aúi di p_ 2\di đc. Ðp 2\d 


426. 


" 


š 
` Sy/ dể ÌA Ề TA. đi \ y2 V ng 
Phương trình sẽ giải được Khi thay biến số y(4) = $j và lúc đó có 
( 
dạng: 
dy 
ạ 


: 
a0 at đc 
da p 


Phương trình này có các biến số tách ra được. Nếu kể đến các điều kiện 
ban đầu (a= aụ, t(a,0) =0), thì khi tích phân phương trình đó ta được: 


L 
da (2B 3 
di 3p 


Cuối cùng, sau phép tích phân mới. ta được: 


3p 32 
ra) 1 =0,9 m, 


2h 
Chú ý: 
3 Bì 
⁄ ũ 00 1n... ... #() dt 
Vận lốc L{r,f)= U  NỦG, xuât phát từ một "0g oan 
r r df 


Hệ thức BERNOULLI trong trường hợp một dòng chảy không thể nén 
được, không xoáy, phụ thuộc thời gian có dạng: 


› 
Ồ “(r0 Pứ,t ý. hết, 2 5 SN 2 co 
Gà AE 0132 ứ "_ bã ý ơ thời điểm t đã cho: nhờ đó khi 


Ồi 2 p 
2y 
khai triên "- TÓC Uy II cúy và do vậy: 
rdí\ — đí 2 p 
«3 ` 
Ld b mỊ L) „ P0) _ R 
aúi d7 2(0/7 p p 


là hệ thức đồng nhất với hệ thức trước đây. 


le) 1) Trường các vận tốc được thiết lập ở chương 2, biểu diễn dòng 
chảy của chất lưu xung quanh hình trụ khi nó không quay, được xác 


định bởi: 
Đ _ 
ñị = Uạ c0s8 [ -$} — 0g sinÐ I-Sh . 
r làm 


` 
2) a) Người ta có thể chồng chất lên đó một trường các vận tốc, gây ra 
bởi chủ yên động quay của hình trụ, dưới đạng: 


¬...T 
tà =——tỊ - 
ĩ 
Trường này rất coi trọng điêu kiện về tính không thể nén được của 
Chât lưu (vì div*. =0 ) và các điêu kiện ở giới hạn: ø„ =0 và 
r 


œ(a)=0 (vận tỐc xu Iyên tâm của chất lưu triệt tiêu trên hình trụ). 


Ta thu được trường tông hợp: 


3 h; 3 
` đc lÌ: G47 : 4 l1. 
Ø =igcos0 | I—— . . I+— li. 
rˆ Lí r” 


Các điểm dừng cần tìm phải sao cho ö =0, từ đó: 


§ : : 04+ 2U 
r=a và œaT— 2u sinÐ =0, suy ra sin =—— Tiêu œ — 


2 t9 a 


Lúc đó tôn tại hai điểm dừng A và B trên hình trụ, đối xứng với trục 
(Oy) (xem sơ đô), 


y 


. v9 v2 2U ¬_ `... 
Tương ứng với Irường hợp đặc biệt œ = —“>, thì có một điểm đừng 
a 
1A › T4 ' 
trên hình trụ ở Ð = (xem sơ đô). 
» 
cố. 
Re Si 
ho 
h 
ba “ AG x 
> 
š “ửt mẻ. ..ẽ.ẽ.ẽ..ẽ tr h.ẽ. ẽ... 
Nếu œ =—*, thì lúc đó tốn tại một điệm có vận tộc triệt tiêu ở bên 


ä 


ngoài hình trụ (xem sơ dâ). 
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b) Việc ứng dụng hệ thức BERNOULLI giữa một điểm ở rất xa hình trụ 
P=R,b=ug và một điểm ở trên bê mặt hình trụ (P(a9), o(49 )) 
cho ta 


P 2 5 án vi 0} 

ki IIẾP Pa, Sn (a 2p sm 
p2 p 2 

x2 Pu2 na v2 

từ đó T88)00/ Lo DỤ —(@œa— 20 sinÐ )ˆ). 


Phân bố áp suất này sinh ra trên hình trụ các áp lực mà lực tổng hợp 
hướng theo trục (Oy), về phía các y giảm. 
Ta tính được nó xuất phát từ lực nguyên tố: 

dF=—PñdS, do đó. dE, ==PdSsin0 


với ủŠ = ha d0 đối với một đoạn hình trụ chiều dài h bất kì 
Các số hạng đồng đều của P không đóng góp gì vào lực tổng hợp đó, 
vậy còn lại. 
3w 
Ff=- Í?o Uọ(@ 4sIÐ — Uụ sin“0 )sinÐ ha dÔ = —2 œ đˆp tọạh, 
0 


5 : 
hay tin PHÍNG 8 DuẠ - 


Như vậy, ta được một lực tỷ lệ với œ. 

c) Chỉ mình trường ủy (trường các xoáy nước) biểu hiện một lưu 
thông khác không, còn trường 0 là không xoáy theo cấu trúc. Lưu 
thông ` của vectơ 0 trên một vòng tròn bán kính R > a thì bằng: 


2m 2 
An « ba @47 
F= | ø.d1= [ 0.di= [TCRd6=2xoä 
“Í: . R 
Vòng tròn Vọng tron 0 
bán kính 8 bán kính R 


(với di = Rd9 ä ) 
Đo đó nT —l Duy. Sự tôn tại của một lực trực giao với dòng chảy 


(lực nâng) có liên quan trực tiếp với sự tôn tại của một lưu thông khác 
không của trường các vận tốc của chất lưu xung quanh vật cản. 


Kinm 


@ 1) Chất lưu không thể nén được nên dìvủ=( quy gọn về 


ỔUy cũ 


Ồx 
Vận tốc chất lưu là đều trong kênh; đó cũng là vận tốc phun của chất 
lưu tại B, kí hiệu là L{t). 
2) Phương trình EULER được tích phân trên một đường dòng đĩ từ một 
điểm A của mặt thoáng bể chứa đến điêm B: 


ae 2 
x Pe  P 40" 
E 5ã B 4 „ 00) 


3 
ỤA 

ị ———-gh=U. 

lồi p.PÐp 2 2 : 


dòng chảy dừng 
ta đồng tốc ở 
không khí tự do 
các xoáy rối không đáng kể 


dòng chảy không dừng 


„ỷ 


Vả lại. Pạ = P4 = Ry. Với các giả thiết của đề bài, thì V „ là không 
= sử P . =- Â uổ 
đáng kê đôi với v(U): — chỉ khác không duy nhât trên phân CB. 
ót 


điều này cho phép viết: 


Đảng + ĐAn Ẫ VẤN, ' 
E di dÍ= ƑƑ da =LỄ 
A0 Ễ ( ạ { 


- 
đnÊ bệ cệ TU) c vpW=Ig: 
dc 2 


Ta thực sự nhận được một nghiệm riêng của phương trình này bằng 
: du : Án Sun, 
cách cho mP =0 và tị =2§h : công thức TORRICELLI. 
( 


Khi đưa 0 vào phương trình ví phân, thì ta được: 
do " đí 
tý ~ễ` 2L ` 


3) Sau khí lấy tích phân và kể đến điều kiện +40) = 0, ta được: 
f L 
"Â VỚI T Hóc” 


1 ĐI 
`"... “s. rÀ Tin 
4) Thời gian t tìm thây phải sao cho th hộ Nu bài nghĩa là 
1 
t0,74r x0.12§. 
5) Pha quá độ để khởi động dòng chảy chất lưu. mà trong thời gian đó 
vận tỐc phun khác với giá trị tiệm cận đã cho bởi công thức 
TORRICELLI, thì ở đây đủ nhỏ để công thức này có thể áp dụng được 
tại mọi thời điểm ngay khi mà t>>t. 


Sp 
“g 


ĐỘ NHỨT CỦA 
MỘT CHẤT LƯU 


Mớ đầu 

Cho đến nay, ta mới giới hạn ở trường hợp các chất 
lưu lý tưởng, chỉ chịu tác dụng duy nhất của các áp 
lực. Mô hình này chỉ có thế mô tả một cách thỏa 
đáng một vài loại dòng chảy rất đặc biệt. Thật vậy, 
không có sự khác nhau giữa đầu và nước, trong khi 
hai chất lỏng này lại không chảy theo cách thúc như 
nhau trong một ống có tiết diện nhỏ. 


Trong chương 4, ta đã xét rất nhanh khái niệm chất 
lưu nhớt. Ta nhớ lại một cách đơn giản là, khi có 
một chất lưu nhớt đang chảy tâng, thì các dòng chất 
lưu nhanh có khuynh hướng tăng tốc các dòng chậm, 
và ngược lại, các dòng chậm có khuynh hướng làm 
chậm các dòng nhanh. Như vậy, có một sự khuếch 
tán động lượng trong các chất lưu này. 

Trong chương này, ta sẽ nghiên cứu khái niệm độ 
nhớt (cũng gắn với các hiệu ứng “trượt” trong mỘt 
chất lưu), cùng với mọi hệ quả của nó. 

Điều đó cho phép ta hiểu sâu sắc hơn về các dòng 
chảy của các chất lưu thực, được nghiên cứu trong 
chương 6. 


4a 


Mục rThiêU 


M Mở đâu định tính về độ nhớt. 


Mở đầu định lượng về độ nhớt trong miột số 
trường hợp cơ bản. 

Sự đánh giá cấp độ lớn của các đại lượng 
đặc trưng. 


ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Động học các chất lưu. 


M Động lực học các chất lưu lý tưởng. 


Chúng ta biết rằng các sản phẩm như nước sốt mayone, bơ, thuốc đánh 
răng nhão và các loại sơn là các chất lưu mà động thái của chúng lúc chảy 
(nếu có!) khác với động thái của các sản phẩm như nước, dâu. mật, 
plixêrin (ñ.1). Chúng ta sẽ "phân loại” các chất lưu khác nhau này trong 
chương 6 $9, tuy nhiên. ta cũng nói rõ là, trong chương này ta chỉ nghiên 
cứu các chất lưu (gọi là chất Newton) như là nước, dầu. mật và glixêrin. 


' Thí nghiệm với một chất lưu thực 


1.1. Thí nghiệm 


Một bình hình trụ. chứa đầy nước và lúc đầu đứng yên, được khởi động 
quay xung quanh trục của nó (2). Muốn nghiên cứu sự khởi động của 
chất lưu, ta có thể thả nổi các hạt nhỏ lên chất lỏng và quan sát chuyển 
động của chúng. Lúc đó ta nhận thấy các kết quả như sau (0.3). 

® Do tính đối xứng của hệ ta thấy, chuyển động của các hạt (do vậy của 
các phần tử tương ứng của chất lỏng) là chuyển động tròn. 

* Ở ngoại biên, vận tốc nhanh chóng trở nên gần với vận tốc của thành bình, 
mặc dù trong miền trung tâm, chất lỏng chỉ bắt đầu chuyển động dân dần. 

® Chuyển động 1w iruyên từ ngoại biên về trung tâm. Khi đạt tới trạng 
thái dừng, sau vài phút, thì hệ chất lỗng quay đều, và mọi phần tử của nó 
đều là đứng yên đối với bình chứa. 

° Nếu chuyển động quay của bình ngừng đột ngột, thì chất lỏng sẽ trở lại 
dân dân về một trạng thái dừng có vận tốc triệt tiêu. Các hạt ở ngoại biên 
bị hãm trước tiên, và sự thay đổi chuyển động lan truyền từ ngoại biên về 
trung tâm. 


a) b) 


Z” ống thuốc 
đánh răng 


H,1. 2â tà thuốc đánh răng nhào 
là hai chất lưu "khác nhau” a, Dầu 
(hay nước) cháy ra khói cốc. b. Mặc 
dù lộn nguọc, (bột nhão) thuốc đánh 
răng vẫn không trút ra khói Ống. 


trục đối xứng 


mầm 
chất quay 
lỏng 


Vận tốc quay œạ 


H.2. Hệ một chất lòng đang quay, 


H.3. Đo vận tốc. Bình chứa có đường kính d = 9,5 cm và chiều cao h = 14 cm. Vận tốc quay của nó là (ọ = 4Š vòng. phút 1, 


Hai bức ảnh được chụp lần lượt lúc 30 giây và 150 giây san khi bắt đầu quay. Thời gian lộ sáng là =: Một chỉ tiết gắn với bình 


chứa vẽ mỘt cung tròn có độ mớ 1359. 


«® 


* Nếu bình chúa không được định tâm hoàn hảo, hay nếu mâm quay 
không có một chuyển động hoàn toàn phẳng, thì chuyển động thực sự sẽ 
không tròn. 

* Hơn nữa, các hạt nổi còn phải ở cách quang: nếu hai hạt quá gân nhau, 
thì các lực do súc căng bê mặt sẽ làm thay đối quỹ đạo của chúng. 


1.2. Nội lực của tính nhớt 


Phương trình EULER. thể hiện hệ thức cơ bản của động lực học đối với 
một chất lưu lý tưởng, liệu có được nghiệm đúng trong thí nghiệm này ? 


Tính đối xứng của chuyển động quay buộc phải có trong tọa độ trụ: 
0ð =¿(, š.f)đy và P= Pứ, š, 0). 


Nếu phương trình EULER được nghiệm đúng, thì ta sẽ có: 


D¿ -—— 
——=-gradP+pg. 
P Dị p£ 
Bằng phép chiếu. phương trình này cho: 
2 
ều lN ỐP ỐP 
8Ó: 2P cm na s De 
ct LÀ CF G< 


Phương trình thứ nhất, dĩ nhiên, là không tương thích với thí nphiệm. Vì 
lý do không có các lực trực xuyên tâm, nên chất lưu lý tưởng vẫn đứng 
yên đối với hệ quy chiếu phòng thí nghiệm. 

Các phần tử của chất lưu chỉ chịu tác dụng thẳng đứng của trọng lực, và 
các nội lực. Vì theo tính đối xứng, thì građiên áp suất là xuyên tâm, nên 
gia tỐc trực xuyên tâm chỉ có thể được giải thích bởi các nội lực khác, 
khác biệt với các áp lực, mà cho đến nay ta đã không kể đến, và ta gọi là 
các lực nhớt. 

Các lực này càng lớn hơn khi chất lưu có tính nhớt (theo nghĩa thường 
dùng). Nếu bình đang quay lại chứa đây dâu, thì chế độ ổn định sẽ được 
đạt tới nhanh hơn nhiều. 


1.3. Tính liên tục của vận tốc 

Trong thí nghiệm nêu trên (xem §1.1), các phần tử chất lưu ở gần thành 
bình quay gân như tức thời với cùng vận tốc như của thành bình và trong 
chế độ quá độ, vận tốc quay thay đổi liên tục từ ngoại biên về trung tâm. 
Thông thường, tất cả các thí nghiệm đêu chứng tỏ rằng: 

* vận tốc dòng chảy của một chất lưu thực bao giờ cũng là một hàm liên 
tục của thời gian và các toạ độ không gian; 

* các phần tử chất lưu tiếp xúc với một vật rắn đều có một vận tốc tương 
đối triệt tiêu đối với vật rắn đó ở mọi thời điểm. 

Chú ý: 

Mẫu chất lưu lý trông không cấm tính bất liên tục không gian của vận 
tốc. Hai màng móng (hay hai dòng) của một chất lưu lý tưông có thể trượt 
trên nhàm với các vận tốc khác nhau. 


131 


1.4. Độ nhớt và sự tiêu tán năng lượng 

Nếu, trong thí nghiệm đã mô tả, chất lưu là lý tưởng, thì nó vẫn tiếp tục 
quay vô hạn sau khi mâm quay dừng và động năng của nó vẫn không đổi. 
Thông thường, một chất lưu nhớt đang chảy, trái ngược với một chất lưu 
lý tưởng, sẽ tiêu tán cơ năng chừng nào mà vận tốc tương đối của các 
phần tử của nó không triệt tiêu. 


Lực nhớt (hay ứng suất trượt) 
trong chất lưu thực 


2.1. Ứng suất trượt và áp suất 


Trong mô hình chất lưu lý tưởng, ta đã quy lực tiếp xúc giữa hai phần tử 
chất lưu về một lực duy nhất là áp lực, vuông góc với mặt phân cách của 
chúng. Các quan sát trên các chất lưu thực chỉ có thể được giải thích bằng 
một thành phần tiếp tuyến của lực tiếp xúc, gọi là iø !ực trượt (h.4). 

Mặt khác, tất cả các thí nphiệm đều chứng tỏ rằng phương trình tĩnh học 
các chất lưu prad = đê chỉ liên quan đến áp suất, được áp dụng như 
nhau đối với các chất lưu nhớt và không nhớt. Các nội lực của sự trượt, 
thực ra, chống lại sự biến dạng của các phần tử chất lưu, và triệt tiêu khi 
các phản tử này không còn biến dạng nữa thco thời gian. 

Các lực này, ngược với các vận tốc tương đối của các phần tử chất lưu, có 
công suất toàn phần âm, điều này tương ứng đúng với sự riêw rán cơ năng. 


2.2. Trường vận tốc một hướng có dạng: ö = 0(y, /)£„ 


Ta hãy nghiên cứu trường hợp đơn giản, trong đó các mặt phẳng song song 
với (Ôx, Óz) trượt lên nhau. Trường hợp này, /hoqf nhìn có vẻ không thực tế, 
nhưng lại có thể là một sự gần đúng tốt của một dòng chảy tầng thực, nếu các 
kích thước theo (Óx) và (Óz) đều rất lớn so với bê dày theo (Øy). 

Vì div()= 0, nên dòng chảy này có thể là dòng chảy của một chất lưu 
không thể nén được. 

Ta hãy xét hai phần tử chất lưu, S5¡ và 5, phân cách bởi mặt Y, có diện 
tích Š và vuông góc với (Óy) (h. 5). 


H.5. ”ớ đây là một hàm tăng dân của y. Ứng lực trượt F thực hiện bởi sị lên 


5%, chống lại sự biến dạng của hệ được cấu thành bởi SỊ và Š;, hay, nói cách 


khác, ngäH CủH Š trượt trên S. 
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H.4. Các áp lực (L) và ứng suất trượt 


(1). 


[.ực trượt, được thực hiện qua 3, bởi Š5¡ lên Sạ¿, tiếp tuyến với Ð. Lực đó 
phải chống lại sự trượt của S5: đối với Š¡. Như vậy nó phải: 
* tỷ lệ với § (diện tích của *); 
* có chiều ngược với ¿y nếu ¿y, /) là một hàm tăng dản của v. 

: : xà vẤ: : ¬-... `... : 
Nếu lực trượt là một hàm tuyến tính của đạo hàm = thì chất lưu được gọi 

êy 

là chất lưu Newton (ta sẽ định nghĩa chính xác hơn khái niệm này trong 
chương G§9). Mô hình này rất thỏa đáng đối với đa số các chất lưu, và 
chúng ta sẽ cho nó một sự chứng minh vi mô sơ lược đối với các chất khí. 
Đối với một dòng chảy một hướng, như là ø = ø{y,f)¿y, thì lực bề mặt 
tiếp tuyến Ƒ, gọi là lực trượt, hay lực nhớt, tác động qua một mặt 
điện tích S pháp tuyến với ¿,, sẽ dược mang bởi ¿y. 
Chuẩn của lực này bằng: 


KoiS e, 
Ÿy 


Lực F này có khuynh hướng làm chậm lại các dòng nhanh và tăng 
tốc các dòng chậm. 

Hệ số 1ị, gọi là hê số nhót của chất lưu có thể, với tính gần đúng cao, được 
coi như một hằng số đặc trưng của chất lưu ở một nhiệt độ cho trước. 

Đơn vị của hệ số nhớt trong hệ đơn vị quốc tế (ST) là Pa.s. 

Trên hình 6, ta đã đưa ra cỡ độ lớn của hệ số nhớt rị đối với các chất lưu 
khác nhau. 

Chuí ý: 

* Rota của vận tốc ở đây khác không. Ta nhắc lại rằng tính chất xoáy của 
dòng cháy không gắn với độ cong của các đường dòng, nhưng lại gắn với 
sự vận động của các phần tử chất lưu. 

* Định luật này là một trong nhiều định luật gân đúng tuyến tính nối liền 
nguyên nhân (đạo hàm khác không của vận tốc) và kết quả (lực trượt). 
Định luật QHM j=Ơ E lâm mật độ dòng thể tích và E= ~grad V - điện 
trường) là một ví dụ khác. 

® Các lực nhớt có khuynh hướng, trong trường hợp này, làm đồng đều vận 
tốc: hãm lại các phần nhanh hơn và tăng tốc các phần chậm hơn. 


* Hệ số nhớt có thể thay đối mạnh theo nhiệt độ. 


". ".. ôu chất I hệ số nhớt 
Ta hãy khảo sát ý nghĩa vật lý của số hạng “—. SE HC | gi 6P ĐIBI 
êy 6 
- 10 
Trong tình huống đã mô tả (dòng chảy một hướng ở = ¿(v)¿,), thì đại không (17.1077 
5N" - : : ` . : khí trong các điều kiệ 
lượng "——” biểu diễn độ biến thiên của vận tốc tương đối giữa hai lớp Tàn NV 
Ôy ` bình thường) 
chất lưu phẳng và kể nhau (.7a). | nƯỚC J0” 
Trên hình 7b, các vận tốc của các phần tử chất lưu khác nhau được xác dầu 
định bởi (M) =œ AOM. Vì ø là một vectơ không đổi, nên không có giixêrin Ị 
chuyển động tương đối của $; đối với S¡ : như vậy. không có các lực hở l8 
⁄ ¬_ : SN c : : 
nhớt, mặc dù —— z0! Trường hợp này sẽ được xem xét trong áp dựng l, : : ọ 
êr H.6. Cở độ lớn của một số hệ số 
bằng cách đưa vào vận tốc trượt tương đối. nhớt rị (ra Pa.s). 
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trường vận tốc của chất lưu 


: 


: 
H.7a. M và MỸ không cùng trên một pháp tuyến với mặt phân cách giữa ŠỊ và 
%. Có sự trượt của Š; trên SỊ : vậy tôn tại các lực nhớt, vì vận tốc tương đối 


của S; đổi với SỊ khác không. 


Tóm lại. công thức "đơn giản” cho ta lực dưới dạng dF=n—d$ chỉ có 


^ 


cy 


hiệu lực đối với dòng chảy một hướng, nghĩa là dòng chảy phẳng. 


2.3. Đương lượng thể tích của lực trượt 


Ta biết rằng áp lực (trên đơn vị) điện tích thì tương đương với một lực thể 
tích bằng —prad P. Ta hãy tìm một đương lượng như thế đối với lực trượt 
hay lực nhớt. 


2.3.1. Trường vận tốc: ø =?(y,f)£y 


Xét một hình hộp nguyên tố có thể tích: dt = Suy (H.8). Hình hộp chịu 
tác dụng của hai lực trượt qua các mặt diện tích § của nó: 


: ều ¬— ên _ 
h =-nsS cv, và 2 =\ŠSJ| — sò 
$y : - y l 
- ZY=Yp - ZV=yg+dv 


Các lực trượt trên các mặt pháp tuyến với ¿. triệt tiêu (không có trượt hay 
cắU. Dòng chảy bất biến đối với sự tịnh tiến song song với (Óx), các lực 
(cắt) trượt tác dụng lên Š, qua hai mặt nói trên. trái ngược nhau. 


Vậy tổng hợp các lực trượt là: 
2 
Ầ A A“ 
= œu œU = Cứ s 
Feis = mns ứ€v=T\ Sdyể,., 
Ôy Êy š uc. 
“~ 2Y=YWp ~ Zy=Yyordy Ấy 


điều này tương ứng với một lực thể tích ƒ 


CH§ vo] 


2.3.2. Trường hợp một dòng chảy không thể nén được: sự 
Suy rộng 


Trong trường hợp đặc biệt này, dòng chảy là không thể nén được. vì 
S°u 

xÊy = Aø (laplaxiên vectơ của ¿). Ta thừa 

Ôy 


divz#=0. Hơn nữa, ta có 


nhận sự suy rộng sau đây. 
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lúc r + di 
` bh 


H.7b. 72g quá trình quayv mà 
B{MH) =di AOM , thì M và M' vẫn ở 
trên cùng một pháp tuyến với mặt 
phán cách gia ŠSỊị và ŠS:. Không có 


sự trượt của 5: đối với SỊ: không 


tôn tại các lực nhớt mặc dà 
Đ(M) #(M). 
lúc 7 + di 
P nế vã 
] 


H.7C. Có sự trượt của ŠS; đối với 
Š, tẬy CÓ sự dịch chHYẾH tường 
đối của 5; đối với 5|: nên tổn tại 


các htc nhót. 


ni b êu y 
ta =m[T) c. 
^ 
cY . 
- ZYy=ys+dy 


: li ¬h 
tìị= “| .) €y 
y 
- “x=w% 


"=/(V,f)ể,. Các TMC trHỢT trên 


H.8. 
tỘI thế tÍCh HgHYÊH tỔ trong trường 
hợp dòng cháy một hướng. 


{ 
co* 


Trong một chất lưu không thể nén được, các lực trượt dều tương 
đương với một lực thể tích mà biểu thức có dạng ƒ 


⁄°ụ dụng 


CTHẤĐ. 


€iSvo 


Trường vận tốc ö = 0(r,f)&. 

Người tạ muốn xác định các lực trượt bằng cách 
tiếu hành tương tự nh với dòng cháy phẳng đã 
nghiên cứu trước đây. 

Dòng chảy của chất lưm (giá thiết là chất lưu 
Nowfton và có độ nhớt 1q) có thế được mô tả như 
tmỘt lập hợp các hình trụ lông vào nhan, quay 
tới các vận tốc khác nhau (h9). Với mỗi giá trị 
của r, ta có thể xác định một vận tốc góc quay 


tẾ J^ 


(@(7,1)= (người ta dàng các tọa độ trụ). 
L) Tìm dạng của hàm số z 
(@(r.f) khi các nội lực @7 
Của SW HrƯỢT trÌỆt tiÊUH 2 


2) Tìm vận tốc tuong đối: 


Š 


H.9. Trường các vận tốc : 
 = tứ, Đ)áạ, 


tre = ral4) 

của một điểm của hình 
trụ bán kính r đối với 
hình trụ bán kính nụ 2 

3) Tương tự nh với trường hợp của dòng chảy 
phẳng, hãy biểu thị lục trượt tác dụng bởi chất 
lưu trong lên chất lưu ngoài qua mỘI mặt 
nguyên tố điện tích dS pháp tuyến với ¿„, biến 


Ắ, cố .... ềuœ 
đổi theo đạo hàm TÌ - rổi biến đối theo ——, 
ếr êr 


và cuối cùng xuất phát từ hàm số 0 Œ, 1). 

4) Xác định đương lượng thể tích của mômen đối 
với trục (Oz) của các lực trượt (lực cắt). Chúng 
mình rằng biểu thúc này tương thích với lực 
trượt thể tích bằng ƒ EnA2. 


CHyoj 
1) Các lực trượt phải triệt tiêu khi tất cả các hình 
trụ đều quay như một vật rắn duy nhất. nghĩa là 
nếu œ đều. 

2) Theo hệ thức cộng các vận tốc: 

Đai = 8 — Ö, 

thì vận tốc (kéo) theo ¿„, tại một điểm của hình 
trụ bán kính z, bằng vận tốc của một điểm ở 
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cùng một vị trí, cố định đối với hình trụ bán 
kính zạ: 

Ủ, =0 (fy)ráy 
Từ đó suy ra đai =(@(P)—@ 0 )))P 4 = trai) - 
3) Ta lấy hai hình trụ kề nhau bán kính r và r + dứ, 
vận tốc tương đối nguyên tố lúc đó là: 


¬ 


dư =[(ữ +dz) =o(2))|7 4) =) q Hệ, 
ŒF r 


HƯỚNG êu êƒu 
œ@F ŒF r €GƑV\Ƒ 
⁄3 + 


CN. sự. ỳ R S/, ) „ ÉœE : 
Ta lưu ý rằng biểu thức này rất khác với ——, có 
Cử 


hay 


hiệu lực duy nhất chỉ đối với các dòng chảy một 
hướng. 

: 
€rel 


Lực trượt, tỷ lệ với d$ và với , CÓ dạng: 


: MÍ ~ &n.. 
dƑ=~n = á dŠ =—nự mm. dS=-n# 5 4 đS. 
Chi ý: 


SÌ 
„ su ¿ ¬ Giá” y ẩ : 
* Ta lại tìm được đúng lực dF = —\ s d$ khi 
èP 


r tiến tới VÔ cực. 

* Đối với một phần tử bè mặt không vuông góc 
với đ„, thì biểu thức của lực trượt phúc tạp hơn 
rất nhiễu. 

4) Xét một thể tích nguyên tố có các kích thước 
dz, r dÐ và đz (h.10). 

Chỉ mình các lực trượt, tác dụng qua hai mặt 
pháp tuyến với ¿„. là có một mô men khác 
không đối với trục (Óz). 

® Qua mặt trong bán kính z, ta có: 


rddz4 =—n r 


êr 


hay một mô men: Như vậy, ta được một mômen trượt thể tích: 
* À lại 
ni r|2] 
SẮNG s4 Bức 
d Áo: = NT —È dØ dz. _ Ị ôr 
Kĩ tr s ClS voi = T h ^ 
L Cr 


* Qua mặt ngoài bán kính z + dz, La có: 
{2 TRE 
đ Ấtö:) =T| P` == dØ dz. Mômen áp đặt vào thể tích nguyên tố là: 
c đ oxy =0ớ, A A0). „r dể đÓ dz. 


Giả sử các lực trượt tương đương với lực thể tích 


TỔN SON HẠ VÖỆn Đối với dòng chảy này, div()=0 và như vậy 


c[z] (xem chương 8, các hệ thức liên quan đến các 
ALly3- x7 toán tử vect0) : 
| 
đo) = HT” —^dr độ dc DỊ 2u) 
' ôr Am rên j) 
A0 = ~rof(rot(U)) =—>——————ải . 
¬^ÍÐ ôr 
ô| — _ : 
Ø|z? 4) Khi thay A¿2 bằng biểu thức này, ta được: 
1Ó ô 
=T—~———~“—^rứr d6 dz. sỆ ¬ 
r Šr G 
2 \Pr Ổr - 
đ ẤO:) =r "=... dr dÐ đz : 
Ạ œF 
Sau đó, ta dễ dàng kiểm tra thấy: 
Ki, 
6| — 
^l 3 r ^ Lô(Œø) 
le xne P2 TA 
\x# 2 
CF = r vs ` 
Ổr êr 
1.10. Các lực trượt. Như vậy cả hai biểu thức của mômen đều đồng 


nhất. 


2.4. Phương trình vi phân của động lực học đối 
với một chất lưu không thể nén được 


Ta sẽ nhận được phương trình này bằng cách thêm vào phương trình 
EULER lực trượt thể tích. 


Trong trường hợp đơn giản của một dòng chảy có dạng ở = ¿(y,f)£„, ta CÓ 
thể kiểm tra thấy (ð. grad)# =0 (đạo hàm đối lưu của vận tốc triệt tiêu); 


g1a tốc toàn phần lúc đó trùng với = VÀ phương trình vi phân có dạng: 
là, 
ôU „ ĐẾN lv J3 “u_ 
P——$¿ =-gradP+ ƒvạ +TỊ 7Š; - 
CÍ ©y" 
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Phương trình vi phân của động lực học, hay phương trình NAVIER - 
STOKES đối với các chất lưu không thể nén được là: 


P n2 vái — grad P+rạ A0. 
Trong trường hợp đơn giản của một dòng chảy một hướng có dạng 
Ø0 =0(y,f)ey thì phương trình vi phân trở thành: 

2 


'? =. Ø“u.. 
T7 90800,8200/0807110 


Từ nay trở đi, ta sẽ giả thiết là không có lực thể tích nào khác ngoài trọng 
lực. Nếu Z biểu diễn độ cao. thì ta có thể đặt: 

P=P+pegZ 
(P đôi khi được gọi là áp suất vận động hay áp suất hiệu dụng), và: 


P-=-gradP+nAø. 
Di 

Chú ý: 
® 7rong trường hợp tổng quát của mội chất lưu nhót có thể nén được, thì còn 
phải đưa vào các số hạng khác. Thục ra, tính gần đúng của chất lưu không thể 
nén được thường là đủ khi vận tốc của dòng chảy rất nhỏ so với vận tốc âm. 
* Ta sẽ không đề cập đến cách giải phương trình NAVIER — STOKES ngoài 
trường hợp đơn giản của dòng chảy một hướng. 


} Để tập luyện: bài tập 2. 


3 Độ nhớt và sự truyền động lượng 


3.1. Lưu lượng động lượng 
Trước hết, ta nhắc lại định nghĩa về lưu lượng. 
Giả sử Ở là một đại lượng quảng tính nào đó (như số hạt, năng lượng, 
khối lượng, v.v...). Lưu lượng Øœc của Ở (còn gọi là thông lượng của Ở), 
đi qua một mặt có định hướng 3, thì bằng số lượng Ở đi qua 3 trong đơn 
vị thời gian (h.II): 
se dÓn qua Ð` 
G — ST 


di 
Đối với một hệ Š có động lượng ø chịu tác dụng của một lực F, thì ta có 
dp ~  .. 
phương trình ni It Lực biểu diễn động lượng được vận chuyển 
h 


trong đơn vị thời gian từ ngoài về phía S. 

Một lực bể mặt có thể được giải thích như một lưu lượng động lượng đi 
xuyên qua mặt này(. | 2). 

Thành thử, trong dòng chảy ở = ø(y,/)£, thì lực trượt tác dụng bởi $¡ lên 
52 (ñ.5) thì bằng lưu lượng Đụ của thành phần ø„ của động lượng được 


chuyển vận qua Ÿ (h.13). 


sự truyền của G 
qua mặt > 
J 


T 


dŒ xuyên qua mặt 


. 


=) 


P si 


H.I1. Đại lượng 
>} theo ñ trong thời gian dĩ được 
biểu thị theo lưu lượng Dẹ bói : 
Đẹú:. 


l6 2» 


dớ, 


quaS 


0ữ + di) 


b 


sự truyền 
động lượng 
đi qua 2 
H.12. Động lượng dịp ải qua mặt 
kín > trong thời gian dt được biểu 
thị theo D„ = P bởi : 


dø= Fúi. 
y 
“ grad Ủy 
&  * 
dòng nhan P=D;€; 


chậm 


đc HE Chi sự truyền ?„ 
* = Eq 
ờ Đ=U(y)€x 


H.13. Động lượng dp, đi qua mặt Ð 
trong thời gian dt được biếu thị theo 
E\ bới : 

đdp, = dt. 
Một dòng nhanh bị làm chậm lại bởi 
một dòng chậm, py giảm và do vậy 
<0. 


3.2. Khuếch tán động lượng 

Chúng ta đã chứng tỏ rằng độ nhớt có tác dụng, trong một dòng chảy một 
hướng, tăng tốc các phần tử chậm và làm chậm các phản tử nhanh. Như 
vậy, đây là vấn để của một sự vận chuyển nội rại động lượng, biểu thị các 
đặc trưng của hiện tượng khuếch tán. 

Sự vận chuyển này là bất thuận nghịch và nó được thực hiện thco chiều 
hướng đồng đều hóa vận tốc. Do vậy, qua các khía cạnh đó, ta có thể so 
sánh sự vận chuyển nội tại này với sự truyền nhiệt, hay với hiện tượng 
khuếch tán các hạt. 

Mật độ động lượng thể tích bằng pở. 

Lúc đó, ta có thể viết, với p là một hằng số, lực trượt dưới dạng (h.13) : 


~_1! sŠtP1y) 

p_ Êy 
Nếu ta đặt ¿y =m (vectơ đơn vị pháp tuyến với mặt 3 diện tích ®), thì 
phương trình này trở thành: 


Dy =F, 


Đụ “eis 


l= ¬ 
Dạ, E Sệ  EIBTRPISM/) ĐI 


Hệ số v = Si gọi là độ nhớt động lực. 


Ta sẽ lại tìm thấy một phương trình dạng này trong tất cả các hiện tượng 
khuếch tán (h.I4). 
*® Định luật FICK (xen H—Prépa. Nhiệt động học, năm thứ nhất) biểu thị 
sự khuếch tán hạt mà nồng độ là không đồng nhất. Nếu ”* biểu diễn mật 
độ hạt, thì lưu lượng hạt, đi qua một mặt diện tích Š với vectơ đơn vị pháp 
tuyến 7, được xác định bởi: 

Địa ==Dgrad(3).ñS. 
*® Định luật FOURIER (xe: H—préópa, nhiệt động học, năm thứ hai, chương l) 
mô tả các sự truyền nhiệt bằng sự dẫn nhiệt. Nếu 7 là nhiệt độ, thì lưu lượng 
năng lượng (hay thông lượng nhiệt ®), được truyền qua một mặt bằng sự dẫn 
nhiệt, được xác định bởi: 

®œ =—k grad(T). ñS. 
Nếu. đối với mọi phân tử của chất lưu, các lực khác, ngoài các lực trượt, cân 
bằng nhau, thì mật độ động lượng thể tích chỉ còn có thể biến đổi bằng 
khuếch tán. Do (§3.1) ta đã thấy rằng, nếu hơn nữa, dòng chảy lại có dạng: 

U=0(y,€y, 

thì phương trình động lực học được viết: 


nôếu ê 
pôy?” ôr) 
Ấn 
@ U ØU VÒ : so 
hay v =—— bằng cách đưa vào độ nhớt động lực v. 
ôy” loN) 


Phương trình đạo hàm riêng này là đặc trưng của các hiện tượng khuếch 
tán. Nói chung không tôn tại nghiệm giải tích đơn giản, mà chỉ có cách 
giải bằng phương pháp số (xen H—prépa, nhiệt động học, năm thứ hai, 
chương ]) là cho phép tìm được nghiệm cho mỗi trường hợp riêng biệt. 
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Pb» 
có diện tích S 


b) 


U= xu 


+ 
có diện tích S 


c) 


+ 
có điện tích S 
H.14. Các hiện tượng khuếch tán 
khác nhau. 
a. Khuếch tán hạt. 
b. Khuếch tán động lượng. 
c. Khuếch tán nhiệt độ. 


⁄°h dụng 2 


Khuếch tán mômen động 
Ta trở lại thí nghiệm §1.1 và thử xứ lý về mặt 
định lượng. 
Ta hãy xem xét một dòng chảy hình trụ dạng 
¿=0r.f)6ai trong một chất lưu không thể nén 
được có khối lượng riêng Ð và độ nhớt tị. 
Ta đặt 0(r.f)=@(r.f)r và ký hiệu L là môien 
động đối với trục (Os), của chất lu ở bên trong 
hình trụ bán kính r. 
1) Xác định Dị (r), là lưu lượng ra của L xuyên 
qua hình trụ Đán kính r. 
2) Viết phương trình đạo hàm riêng nghiệm 
đúng bởi @(r). 
3) Một bế chứa hình trụ bán kính a và chiều cao 
h chứa chất lưu thoại đầu nằm yên; h rất lớn so 
tới a, điều này cho phép giả thiết dòng chảy có 
dạng ủ= Lự,t)dy. 
Ở thời điểm ban đầu, đột nhiên bể chứa quay với 
vận tốc góc €3. 
a) Xác định vận tốc chất lưu (trong hệ quy chiếu 
phòng thí nghiệm) khi đạt tới chế độ ổn định. 
b) Tính cỡ độ lớn của thời gian thiết lập chế độ 


ổn dịnh đối với một bể dây nưóc 


¿1-10 Š m2 
P 


sánh với thí nghiệm mô tả ở đầu chương. 


sh uà bán kính a = 47 cm. So 


1) Chất lưu chứa trong hình trụ bán kính z chịu 
chất lưu phía ngoài tác dụng lên một lực trượt 
mà mômen đối với trục (Óz) là (xem áp dụng l): 
A 
./=2n Imr2<®, 
rể 
Lứ, r) là mômen động đối với trục (Óz) của chất 
lưu chứa trong hình trụ bán kính r, nên ta viết 
QL, 
được = =.#, 
Cf 
Hình trụ bán kính z chỉ nhận được mômen động do 
: . . D220, nổi 
các lực trượt bè mặt gây ra, vậy : biểu diễn một 
Ơơf 


lưu lượng đi sào của mômen động. 
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Mômen động được trao đổi qua bề mặt hình trụ, 
M bằng lưu lượng vào của mômen động, nên có 
một lưu lượng ra: 
Dị =-2n hnr)<”, 

œF 
2) Ta áp dụng định lý mômen động cho chất lưu 
nằm giữa các hình trụ bán kính z và z + dz. 
Mômen động của nó là: 

dL=p2wrhidrr+(r.f)= p 2n rŠhdr@(r.f) Ế 
Độ biến thiên d/, bằng hiệu số của mômen động đi 
vào hình trụ bán kính r và mômcn động ởi ra khỏi 
hình trụ bán kính r + dz, nghĩa là ta có đẳng thức: 


3 Êœ 
cHz =Ị 
ỐF 
————Œ 


: 
2rrŠhdrp CS” =2nlm 
Ôf 


- I2 €œ 
Ổ|r ` —— : 
n1 Ốr ềœ 


Dr Ôðr ôi 


ý : â( ⁄À 
3) a) Ở chế độ ổn định thì -^ n4 la] ` 
Ồ r 


ề C ề 
nghĩa là: ` ThỜP=Y nó chấp nhận các nghiệm: 
@ =Á+ với Ä= _ : 
_ 2 


Các điều kiện ở giới hạn là œ(4) = © 

œ(0) không thể là vô hạn, điều đó hàm ý 8 = 0 và 
do vậy A = @. Ở chế độ ổn định, ta lại tìm thấy 
đúng là chất lưu nằm yên trong hệ quy chiếu của 
bể chứa. 

b) Để xác định thời gian đặc trưng cho chế độ 
quá độ, ta thực hiện sự thay đối biến số: 


œ =ƒQ; r=šœ và †=rt VỚI 1 . 
ù 
8ƒ 3 _@ 
Phương trình trở thành —. 
Ø? K2 & ôu 


Đối với một phương trình đạo hàm riêng như 
thế, mà các hệ số đều gần đơn vị, thì thời gian 
đặc trưng (với biến số u) để thiết lập chế độ ổn 
định vào cỡ Ï. 

Như vậy t = 2200 s biểu diễn hằng số thời gian 
của hệ. 


Ta thu được các đường cong trên hình 15 bằng 
tích phân số. 
Trên đồ thị nhận được (/.15), ta quan sát thấy 
sau một thời gian cỡ 0,Ir, thì vận tốc bằng 65% 
giá trị cuối của nó ở z = 0,5z và bằng 45% ở r= 
0,1a. Nếu ta lại lấy ảnh chụp thứ hai của hình 3, 
thì ta đo được gản đúng, đối với khoảng thời 
gian cỡ 0,U7t. 
œ =0,6%»g@_ đối với r=0.25a, 

và œ =0,8@øg@ đối với r = 0,454. 
Các kết quả này phù hợp định tính với các kết quả 
tính toán. Về định lượng, thì cần phải thỏa mãn 
một giới hạn sai số cỡ 50%, về thời gian nhiều bao 
nhiêu thì về chiều dài cũng nhiều bấy nhiêu, để 
làm trùng hợp hai kết quả trên. 
Về điều đó có nhiều lý do: 
* độ sâu không phải là vô hạn và chất lưu bị lôi 
cuốn bởi độ sâu ; 
® sự biến dạng của mặt phân cách nước/không khí 
sử dụng các lực bề mặt mà ta đã không để ý tới; 


° bể chứa không được hoàn toàn định tâm. Ta 
nhận thấy trên phân còn lại của ảnh có hai vòng 
tròn không hoàn toàn đồng tâm. 


Ne 
+ 


. „= 
—c Noo c ca —> = CHUNG : ~ : : : 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 00 
H.15. Tích phân số của phương trình: 

ý 377 -ðŸ 


ð2 EớE ôn 


Các kết quá thực nghiệm được mình họa bằng các 


đường chấm chấm. 


° 
_œ% 


3.3. Mô hình vi mô đơn giản đối với các chất khí 
Mô hình này được đơn giản hoá rất nhiều, và ta sẽ tìm lại được đúng một 


lực tỷ lệ với S và với = nhưng từ đó, đừng trông chờ đạt giá trị độ nhớt 
3 
chính xác hơn một cấp. 


3.3.1. Mô tả mô hình 

* Chất khí được giả thiết ở cân bằng nhiệt động: áp suất P và nhiệt độ 7 là 
đồng đêu, ø là mật độ phân tử hay số phân tử trên đơn vị thể tích, và m là 
khối lượng một phân tử. 

* Trường vận tốc trung bình có dạng ø = z{y)£, (vận tốc của một hạt chất 
lưu, hay vận tốc trung mô). 

» Để đơn giản hóa, ta giả thiết rằng vận tốc lay động # có cùng độ dài u 
đối với mọi phân tử, và phương của nó chỉ có thể song song với các trục. 
Sự lay động này được phân bố đồng đều theo sáu phương có thể có, vận 
tốc toàn phản của các phân tử là: 

® ¿{y)ểy +uểy, đối với 1/6 số phân tử 

*® 7y), — uể, đối với 1/6 số phân tử 

® U(ÿ)ể, + Hồ, đối với 1/6 số phân tử, v.v... (1.16) 

® Nếu / là quãng đường tự do trung bình, thì ta giả thiết là các phân tử đi 
qua mặt > hoành độ y với vận tốc mà chúng có ở y — / (hay ở y + /tùy 
theo chiều vận chuyển). 


+ u 
Ị - + = 
vận tốc 
của các vận tốc các vận tốc 


hạt chất lưu 


lay động phân tử 
(trung mô) BI sản 


H.16. Các vận tốc của các phân tứ. 


Hai phần chất lưu bị giới hạn bởi mặt Ÿ, trao đổi các phân tử mà vận tốc 
hơi khác nhau. Sự trao đổi này tương ứng toàn bộ với một sự vận chuyển 
động lượng. 


3.3.2. Lưu lượng phân tử 
1 SH à A tủ tẺ S¿ tê 2 ĩa là số 
Giả sử Đạ,„ là lưu lượng phân tử từ miễn @® sang miền @, nghĩa là sô 


phân tử đi qua Ð trong đơn vị thời gian, theo chiều các y tăng. Các ý phân 
tử đi qua Š trong thời gian + đều nằm trong một hình trụ có đáy Š và chiều 
cao +, và một trên sáu phân tử có phương đúng cách (h.l7): 


Ị 
We_nS”s và DĐ, =-nHŠu. 
6 tất - SỒ 


Chất lưu ở cân bằng nhiệt động. ø và ø đều đồng nhất, và Ðy_=D,.. 


3.3.3. Lưu lượng động lượng 


Các phân tử được chuyển dời từ miền ©Ð sang miền @ có động lượng mà 
thành phần øy =/me(y=Ú). 


Đối với các phân tử đi theo chiều ngược lại, thì py, =m2(y+Ö). 


Lưu lượng động lượng tổng hợp của hai chuyển dời theo chiều ngược 
nhau đó thì bằng lực trượt: 
| 
Đụ, =#iy = DNS„; (uy, —)}= ." nŠSư(PÚ —j)-t+ I)) l 


Vận tốc ø của các hạt chất lưu thay đổi rất ít trên khoảng cách cỡ quãng 
đường tự do trung bình 7, nên ta thực hiện một sự khai triển cấp I, và ta được: 


SỐ Hy DỊ 
Š đy 


F 


cis 


3.3.4. Độ nhớt của một chất khí 


Như vậy mô hình đơn giản này cho ta giá trị n: 


| 
TỊ ==mmnul. 
l 3 


l : : h `... 
*® Quãng đường tự do trung bình vào cỡ ——. trong đó ơ biểu điển tiết 
HO 


điện va chạm hiệu dụng (xem #1—Prépja, Nhiệt động học, năm thứ nhất). 
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H.17a. kim lượng nhân ïứ Dụ, đi 
qua mặt À tương ng với các hạt 
mà vận !Ốc song song với ÿ và 


cùng chiêu. 


H.17b. Các N phân tứ đi qua Š từ 
miễn ] sang miễn 2 trong thời gian 4 
đều ở trong thế tích gạch gạch có 
đáy S và chiễu cao tư. 


¿ ` : : _ ` J3RT v. 
® Nếu ta đồng nhất ¿ với vận tốc toàn phương trung bình = HT thì 


| RMT : 
———.. Ña là số AVOGADRO. 


ta được một biểu thức của n\: rị ~ 
NẠG 3 


Đối với không khí. nếu ta coi mỗi phân tử như một quả cầu bán kính a 
gân bằng 3,5.10!9 ¡ ˆ 
20°C, ta tìm thấy n = 107 Pa.s (poiseuille), giá trị gần bằng giá trị thực 
nghiệm (1.8.107 Pa.s.). 


m, thì ø được viết ø =7¿^. Trong trường hợp này ở 


Áp dụng cho vài dòng chảy 
một hướng và các chất lỏng 
4.1. Trường các vận tốc ø = ø(y,†)@y 


4.1.1. Trường hợp tổng quát 


Trong trường hợp đơn giản này (18), hệ thức cơ bản của động lực học 
được thể hiện bởi phương trình vi phân (P = P(v, y, z, 7)): 


ôp .. mử ¬-..ˆ 
TỆ rg 2 no —grad P— pgéy +TỊ —sẮ- 
Cí Cy 
Giả sử chất lưu này là không thể nén được. Bằng phép chiếu, ta được: 
^ ^2 ^ ^ ^ 
êU Ỷ ế Tu ỐP ẹP „_ỚP 0 
P—= ` ==P& CS Với 

ôi ở, sôt êy lâs 


Từ đó, ta suy ra Ð=—pgy+ p(x./). với p chỉ phụ thuộc vào x và 7. Phép 
chiếu thứ nhất cho phép ta đặt: 


š _ ` 
ôp __„ ôU cu 

FŒ,¡)=—— và ỚŒ(y.f)=p——-Y|—>: 
êx ỚI @y“ 


Vì Ƒ(x, 0) = Gớy, 7) đối với mọi giá trị của x, y và ¡, Ƒ và G là đồng nhất và 
chỉ phụ thuộc thời gian: 


2 
ởu Ø“u êp sy ` 
ai = C() với P(v, y, f)= —pe@y + 2%, ?). 
ôt_ - ay2 ầx 


Ta sẽ quan tâm đến hai trường hợp đặc biệt độc lập với thời gian Cữ) = Ö 
và Œứ) = Cg R 

4.1.2. Trường hợp đặc biệt € (0) = 0 

Hằng số C bằng không, khi p có cùng một giá trị đối với hai hoành độ khác 
nhau, nghĩa là 2x, ?) = p). Trong những điều kiện này, 2 (y, ?) là nghiệm của 


& ^2 
phương trình khuếch tán một chiều: p SG, " =* -0 nghĩa là: 
Øï ðy? 
DẦN ð“u 
p—=n = (phương trình khuếch tán). 
ì - 


Phương trình này đã được gặp khi nghiên cứu các hiện tượng khuếch tán 
hạt (xem H—Prápa, nhiệt động học, năm thứ nhất, chương 4) và khuếch 
tán nhiệt (xem H~—Prépa, Nhiệt động học, năm thứ hai, chương T). 

Đòng chảy này có thể tương ứng với dòng chảy COUETTE giữa hai mặt 
phăng vô hạn có các vận tốc khác nhau. 
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U(ÄM,0) = ty, 0€, 
>. 


-> 


>> 
z + 
H.18. 2òng cháy của một chất lưu 
nhớt không thể nén được, lo vậy các 


đường dòng song vong với (Ox). 


n 


Zfp dụng 2 


Dao động cưỡng bức 


Người ta xem xét, trong một bế chứa đây một chất 
lông có khối lượng riêng p và độ nhớt r\, một 
mâm dao động có diện tích S và độ cao z = 0. 
Mâm này dao động ngang, với một vận tốc 
pŒ) = 0g„ cos(@?)Zy (h.19). 


H.19. Mf4m dao động nằm ngang trong một chất lưu 
nhớt. 
Mám khá rộng để có thể bỏ qua các hiện tượng 
xảy ra ở rìa mâm, và ta có thể thừa nhận rằng ở 
chế độ ổn định, chất lỏng bên trên mâm dao 
động với vận tốc: 

0(,†) = Dự (z)cos[@i +0()|#y : 
Người ta cũng giả thiết rằng mực trên của chất 
lỏng ở “khá xa" mâm và áp suất độc lập với x. 
1) Xác định 0 (, ?). 
2) Xác định chiều sâu xuyên thấu của các dao 
động, và nói rõ giả thiết cuối cùng này. 


1) Áp suất độc lập với x, ø (z, ?) là nghiệm của 
phương trình khuếch tán: 


Ta hãy biểu thị ø (z, ?) bằng ảnh phức của nó: 
U(z,t) =2fe(0) với 0= u„exp[j(@r+@(2))] 


Phương trình khuếch tán trở thành: 


Ø7 @p 


== Mếp VỚI Œœ =,|——. 

Ồz T 
Phương trình vi phân cấp hai này có nghiệm 
tổng quát: 


s=|Aes|“ du}: aey|~ (| lewi JeI). 


Môi trường được giả thiết là vô hạn về phía 
các z dương, các điều kiện ở giới hạn bắt buộc 
A =0vàB=uạ. Khi chuyển qua ký hiệu thực, 
thì ta được: 


U(z,†) = 0 cơ keá9 COS| @ƒ Keb5 
» — {0 ———— |: 
⁄2 No 


Các đường cong trên hình 20 biểu diễn vận tốc 
của chất lưu theo độ sâu z, đối với các giá trị 
khác nhau của œ7. 


z 


t 
£ 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 ¿ 


H.20. y=eo|-ax-Š |oa|ax 8C=£) với zạ=Ì và 
mo 49 „ 


ạ =Ì. 


2) Biên độ các dao động giảm theo hàm mũ với 
chiều sâu xuyên thấu: 


sa. 
\op 


Thật là hợp lý khi coi môi trường là vô hạn nếu 
chiều dày chất lưu, ở bên trên mâm, lớn hơn 
nhiều so với ô. Đối với một dao động 50 Hz 
trong nước, thì õ vào cỡ 0,1 mm. 


Chú ý: 
Chúng ta sẽ gặp những tình huống giống hệt 
nhau vê mặt hình thúc khi nghiên cứu sự khuếch 
tán của một biến thiên nhiệt độ trong một loại 
đất đông nhất, hay sự xuyên thấu của một 
trường điện từ dao động trong một dây dẫn 
thuân trở. Phương trình khuếch tán được áp 
dụng cho các hệ trong nhiều lĩnh vục vật lý. 


4.1.3. Trường hợp đặc biệt C(t) = €ạ (khác không) 


Trong trường hợp đặc biệt quan trọng của chế độ ổn định không phụ 
thuộc thời gian, thì ta được: 


Ốp — cˆu " 
ca CN Si - VU 
œX êy 


Các nghiệm là: P(x,y)=—pgy~Cx + lạ 
2 
và ¿{y) = =CŒp sả By+tụ. 
"1 


Chú ý rằng các đường đẳng áp là các mặt phẳng nghiêng (ñ.2). 
Dòng chảy này có thể tương ứng với dòng chảy POISEUILLE giữa hai mặt 
phẳng song song (xen §4.3) có vận tốc đồng nhất. 


)- Để tập luyện: bài tập 2 và 4. 


4.2. Dòng chảy Couette phẳng 


4.2.1. Mô tả 

Dòng chảy COUETTE phẳng là dòng chảy của một chất lưu giới hạn bởi 
hai mặt phẳng song song rắn, và có các vận tốc không đổi, nhưng khác 
nhau (#22). Trường hợp chặt chẽ của các mặt phẳng vô hạn hiển nhiên là 
có tính chất lý thuyết, nhưng các dòng chảy thực có thể gần đúng như thế. 
Đặc biệt, dòng chảy giữa hai hình trụ đồng trục và có các vận tốc quay 
khác nhau có thể được biểu diễn cục bộ bởi một dòng chảy phẳng, nếu 
các bán kính của các hình trụ đều rất gần nhau. Sự nghiên cứu dòng chảy 
Couette hình trụ được đưa ra trong bài tập 8. 

Chúng ta giả dụ, bằng giả thuyết, rằng: 

s vận tốc tại mọi điểm đều có dạng  =¿{y,f)éy ; 

* mặt phẳng dưới, độ cao y = 0, có vận tốc không đổi ¿\; 

* mặt phẳng trên. độ cao y = e, có vận tốc không đổi ø› ; 

* áp suất P (hay, phổ biến hơn P=P+ pøy ) không phụ thuộc vào x (và 
tùy tình hình không phụ thuộc vào /). 


Theo các giả thiết, ¿{y, ?) nghiệm đúng phương trình khuếch tán một chiều: 


^2 
Ốc nếnu 
ôt p êy“ 


4.2.2. Chế độ ổn định 

Trước hết ta hãy nghiên cứu sự phân bố các vận tốc ở chế độ ổn định 
(không có sự phụ thuộc rõ ràng vào thời glan). 

Phương trình trên trở thành: 


x2 

Gˆu Ề An. ¬ 
SA 0; như vậy ¿là một hàm afin của y. 
GÌ 


Các vận tốc của chất lưu ở y = 0 và y = e được áp đặt bởi các vận tốc của các 
mặt phẳng (vì rằng một chất lưu nhớt "dính" vào thành, và ở đấy không thể 
CÓ sự pián đoạn của vận tốc giữa chất lưu và mặt phẳng ), nên ta được (h.23): 
Ua — 
=1 + “Z— 1z, 
e 
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yÀ trường các 
—, vận Ltôc 


đường 


đẳngáp  —= cạz0 


H.21. Đối với dòng cháy này, các 
đường đẳng áp là các mặt phẳng 
nghiêng. 


y4 vận Ốc ”; của mặt phẳng 


| mặt phẳng rắn 
v=¿j| 7 


vận tốc ¿, mặt phẳng rắn 
của mặt phẳng 

H.22. Dòng cháy COUETTE giữa hai 

mặt phẳng song song “vô hạn”, 


mặt phẳng rắn 


vận tốc ¡\ 


mặt phẳng rắn 
của mặt phẳng 

H.23. 7Trường các vận tốc ở chế độ 

ốn định. 


4.3.3. Chế độ quá độ 

Ta hãy giới hạn ở một trường hợp đặc biệt: 

*® ¡=0 

*® chất lưu thoạt đầu nằm yên; 

° mặt phẳng ở trên đột nhiên có vận tốc ø; ở thời điểm / = 0. 
Đặt ø= ¿ø2 và z=Ge. Phương trình khuếch tán trở thành: 


2 
Lô”u 3g Đ€ 
=— VỚI t=——. 
â tác? " 


ôu 


Hằng số t, đông nhất với thời gian, là khoảng thời gian đặc trưng để thiết 
lập chế độ ổn định. Hình 24 chỉ rõ sự phân bố các vận tốc (thu được bằng 
phép giải số) đối với các giá trị khác nhau của í. 


Zfp dụng “† 


0 0.1g2030 40,5 060:7o,g9.9 lá 


H.24. Sự biến đối của vận tốc rút gọn 
lái LA VÉ Vay y ệ 
— | theo chiều đài rút gọn | —| ở 
Đa e 


các thời điểm khác nhau: 0Ö, t¡ 0,214; 
03t;...;0,91;1. 


Nghiên cứu một cơ cấu truyền động 


Một mặt phẳng >|, diện tích S được kéo bởi một 
động cơ, đang chuyển động tịnh tiến với vận tốc 
không đổi ủ = uy. Một mặt phẳng song song 
>2 kéo một cơ cấu tác dụng một lực cân không 
đối F= -F€,. Không gian giña hai mặt phẳng 
chứa đây một chất lưu không thể nén được có độ 
nhớt 9 và khối lượng riêng p. Khoảng cách giữa 
hai mặt phẳng là e (h.25). Các chiều bên rất lớn so 
với e, và ta thừa nhận rằng hệ này có thế được mô 
hình hoá bằng một dòng chảy COUETTE phẳng. 


7 Jvận tốc ø; của mặt phẳng mặt phẳng rắn >› 


:vận tốc ø¡ của mặt phẳng *: 


H.25. Dòng chảy COUETTE phẳng. 

1) Xác định, ở chế độ ốn định, vận tốc Uạ của Za. 
2) 4 biếu diễn công suất do 3\ cung cấp cho 
chất lưu, và ‹ là công suất do chất lưu cung 
cấp cho »;, hãy định nghĩa và tính hiệu suất 
năng lượng © của cơ cấu truyền động. 


3) Áp dụng số: 
Dữ liệu: 

UP 13.10 ?m^.s1: p =0,9.10° kg.m 3 (dầu) ; 
Ð 

Đị.= 1Ù m.s Ì; F=0.47N;S=100 cm và hằng 
số thời gian của chế độ quá độ là t = 0,1 s. 

Xác định lực F` để hiệu suất năng lượng bằng 90%. 


Thiết bị này liệu có thế, về nguyên lý, phục vụ 
cho việc xây dựng một khóp ly hợp thủy lực được 
không ? 


1) Ở chế độ ổn định, lực trượt bề mặt là đều và 


bằng TH Hơn nữa, vì vận tốc là một hàm afin 


của y, nên ta có: 


Chuyển động của 5; chỉ khả dĩ nếu zz >0 (lực 
F là lực cản), nghĩa là nếu: 


TS 


F<h — 
La 


max với Fmạy = ũI: 
2) Lực vận động áp đặt vào mặt phẳng ở trên thì 
bằng lực trượt, và chính nó cũng bằng #. Tỷ số 


các công suất do vậy bằng tỷ số các vận tốc, 


nghĩa là: Một khớp ly hợp được dùng để làm tất 
: _—x cF các”chuyển động trục trặc”, ví như một sự biển 
m 'ỊS0i : đổi đột ngột của z¡. điều này hàm ý là hằng số 

32 
3) Hằng số thời gian t của chế độ quá độ thời gian của chế độ quá độ t=p — phải đủ 

Hì 

ể nh \ : 

( = pề) cho phép tính : lớn. Ta nhận thấy rằng một giá trị lớn của t (vậy 
là một giá trị nhỏ của n hay một giá trị lớn của 
e= 3,6 mm và tiếp theo Fmạ„ = 3,33 N. e) kéo theo một hiệu suất nhỏ, mà hằng số thời 


Nhờ đó, ta được e = 86% và do vậy ø; =0.86ø,. _ #ian ở đây là rất nhỏ. 


4.3. Dòng chảy POISEUILLE 

Dòng chảy POISEUILLE là một dòng chảy tâng ổn định trong một miễn 
giới hạn bởi một vách hình trụ, tiết diện bất kỳ, đứng yên. 

° Nếu tiết diện hình trụ là một hình chữ nhật rất dài, thì ta có thể bỏ qua 
các hiệu ứng bờ và giả thiết rằng dòng chảy tôn tại giữa hai mặt phẳng vô 
hạn: đó là dòng chảy Poiseuille phẳng. 

® Nếu tiết diện của hình trụ là tròn, thì dòng chảy POISEUILLE là hình trụ. 


4.3.1. Dòng chảy Poiseuille giữa hai mặt phẳng Song song : 
Dòng chảy này ở giữa hai mặt phẳng song song ở tung độ cố định và có  H.26. Đòng cháy POISEUILLE giữa 
dạng =ø(y)£y, (26). Các cơ cấu bên ngoài áp đặt giữa các tiết diện x= “ai mặt phẳng song song cố định, vô 
0 và x = / một độ sụt "áp suất vận động” (ta nhớ lại P=P+ pgZ,Zlà độ ứ" 

cao): AP= P\=0) ~ Pq=n). 

Ta hãy xác định cấu trúc của trường các vận tốc của chất lưu cũng như hệ 

thức giữa lưu lượng và độ sụt áp suất. 

Theo các hệ thức tổng quát được thiết lập ở trên, thì P là một hàm afin 

của x, và ở chế độ ổn định: 


d ˆu _ẤAP 


TỊ =. 
d? / 


¿4y) là một đa thức bậc ha! triệt tiêu ở 0 và ở e (h.27) : 


, 


ẠP 2 
ø=——(ey- y“). 
2nL ` ˆ 


Đối với chiều rộng L, theo phương (Óz), thì lưu lượng khốt của chất lưu là: 


€ 


Ñ 
Địẽ pL [nb)h hay D=#<= AP, 


2n! Bộ 
0 ty 
Šc. NHƯ: nờng 
lưu lượng này tương ứng một lưu lượng thể tích Đ¿¡ = TA ==: -Á vÔ) 
Ta thừa nhận rằng sự tỷ lệ giữa lưu lượng và độ sụt áp suất có thể được — 
suy rộng cho mọi ống dẫn hình trụ. Nhớ rằng hệ thức này tất nhiên đòi ——————————- 
hỏi một chế độ tầng ổn định, nghĩa là một chế độ mà ở đó các lớp mỏng y9 _ 


chất lưu trượt lên nhau song song với trục. Ta sẽ thấy ở chương 6 là, nếu  H.27. Phản bố parabon của vận tốc 
lưu lượng trở nên quá lớn, thì nghiệm này không còn ổn định nữa, và trong một dòng chảy POISEUILLE 
dòng chảy trở thành rối. phẳng. 


*Ø/ 


<2. 


Ở chế độ chảy tầng ổn định, thì lưu lượng khối của một chất lỏng 
nhớt, trong một ống dẫn tiết diện không đổi, tỷ lệ với độ chênh áp, 
nghĩa là tỷ lệ với hiệu số của lượng P= P+pgZ giữa các tiết diện ở 
lối vào và lối ra của nó (trong đó P là áp suất và Z là độ cao). 

Điều này có thể được minh họa như sau: khi một dòng chảy chậm trong 
một ống nằm ngang có tiết diện không đổi, được trang bị thêm các "bộ đo 
áp suất" (h.28), thì ta quan sát thấy các mức cực đại trong các ống thẳng 
đứng khác nhau đều sắp thẳng hàng. 


4.3.2. Dòng chảy POISEUILLE trong một hình trụ tiết diện tròn 
JEAN-LOUIS-MARIE POISEUILLE, một thầy thuốc, đã nghiên cứu thực 
nghiệm sự lưu thông của các chất lỏng trong các ống hình trụ. Ông đã 
phát biểu vào năm 1844 định luật dưới đây mang tên ông: 
Ở chế độ dòng chảy tầng ổn định, thì lưu lượng khối của một chất lưu 
trong một ống dẫn hình trụ có tiết điện tròn và độ chênh áp liên hệ 
với nhau theo hệ thức: 

An 4 
AP hay còn là Đự¿¿¡ = .— 
8ní 
trong đó p là khối lượng riêng, rị là độ nhớt, z là bán kính và / là 
chiều dài. 


p.xP4 


, 


Để chứng minh định luật POISEUILLE, ta có thể xem bài tập 8. 

Trường vận tốc của dòng chảy này vẫn còn có dạng parabon (h.29). 

Muốn làm chảy một chất dầu (nị ở lân cận 1Pa.s) trong một ống đường 
kính Icm, chiều dài Im, với lưu lượng thể tích 0,1 lít trong một giây, thì 
phải tác dụng ở phía trên một áp suất dư gần 4 bar. 

Với cùng một lưu lượng trong cùng một ống dẫn thì đối với nước, độ 
chênh áp sẽ khoảng 1000 lần nhỏ hơn. 

I Sự thể hiện bằng thực nghiệm 

Đối với một chất lỏng ở dòng chảy tầng trong một ống chiều dài / và tiết 
diện 5Š, thì lưu lượng thể tích (và do vậy lưu lượng khối) tỷ lệ với lượng 


2 ^ 
_ cho một AP áp đặt trước (h.30) : 


2 
s ^ 

Đựa = Sẽ Tan 8 . 
Định luật này có thể được kiểm tra bằng thực nghiệm như sau (J.31). 
Ta lấy hai ống tiết diện giống nhau (cỡ vài mm”), nhưng chiêu dài (vài 
chục cm) cái nọ lớn gấp đôi cái kia, ví dụ: 
* ống l: tiết diện S, chiều dài /; 
* ống 2: tiết diện S, chiều dài ; với i =2Ï. 
Khi đặt hai ống ở cùng độ cao, ngang đáy một bể chứa, thì hai ống này 
đều chịu tác dụng của cùng một áp suất vận động AP: nếu các ống đều 
nằm ngang, thì áp suất vận động này bằng pøH . 


Các lưu lượng thể tích tỷ lệ nghịch với chiêu dài các ống, vậy ta phải có: 


Đa: = 9,5 van n nghĩa là hà = _ h 


thiết bị "đo áp suất" 


| Š 


nước mềm 
chảy vào 


ống có tiết diện dòng chảy sÍ 

không đối không khí tự do 
H.28. Các mức cực đại trong các 
ống thẳng đứng khác nhau đều sắp 
thẳng hàng. 


H.29. Phán bố parabon của vận tốc 
trong một dòng chảy POISEUILLE. Hệ 
có tính đối xứng tròn xoay xung „ 
quanh trực (Óz). 


áp suất ] 


áp suất 5 


chiều đài / 


tiết diện 


bà 


Ỉ đường nằm ngang & Ý 
H.30. Lưu lượng thế tích của chất 
lỏng đang ở dòng ch¿y tầng trong 
ống tiết diện S và chiều dài Ì này có 
dạng: 

° 
ri 
với AP=P,~Pa=R.—~P,+pg(hị —h;). 


Đại =k—AP, 


NẲ 
Ă© G 


Ta thực hiện một thao tác bằng tay theo cách thức sau : 
Lấy hai ống chiều dài 15 em và 30 cm (các bán kính a của hai ống đều 
bằng nhau và bằng z = 1,2 mm : dữ liệu của nhà thiết kế). Áp suất vận 
động đặt lên dòng chảy, tương đương với 20 cm nước : tỷ số đo được ở 
gần giá trị 0,66 hơn là gần giá trị 0,5 ! 
Ta nghĩ gì về số đo này ? 


N Ta định rõ một số cấp độ lớn 


4 
ả T H 
Các lưu lượng thể tích ở lân cận Ủ¿¡ = =5... Nhờ đó, ta được : 
nỉ H31. Đối với hai dòng chảy 
* Do =6,8.1077 mŠ.s”! 40 cmẺ.phÌ; Ø,~6,8.10 ' kgas Ủ; POISEUII,LE này, nếu /;=2/, thì lúc 
*® Day * 3,4.1077 m°.s”!z 20 cm .phÌ; Đ;x 3,4.10 3 kg.s 1, đó _Ín. 
Đòng chảy có rất nhiều cơ may là đòng chảy tầng. T..m 
M Dòng chảy POISEUILLE không đạt được tức thời. 
Tôn tại một chiều dài quá độ /„. mà trên đó dòng chảy tiến đến trở thành 
¬ ` 2uR v 

một dòng chảy POISEUILLE (h.32) : chiêu dài này vào cỡ ⁄„ Si nền với 

92 0P 101.1. v6 ¬.. F - 
Re= ,„ và Z là bán kính ống (Re là số REYNOLDS sẽ được xét ở 

n 
chương 6). 
2 
4 4D ` : b 
Nhờ đó, ta được L„ = SẾ Ác . Ð bằng với lưu lượng khối. 
3n 30 
Như vậy ta được Là, =^2,8 cm và Fà. = I,4 cm. 
Các nhiễu loạn này tham dự vào số đo, nhưng không giải thích đựơợc 
sự chênh lệch lớn giữa số đo và kết quả mong đợi. 
Các bán kính ống có thích hợp không ? 
Giả sử rằng sai lệch lớn là do hai bán kính không đồng nhất. Ta ký hiệu 
các bán kính này là a¡ và ;, và đánh giá tỷ số œ =“>. 
đi 
e2 4 h dể : 
Các lưu lượng được quan sát lúc đó là —““#Š=0,66=ơœ `--=——; điều 
uy b: :0/5 

này dẫn đến œ! =1,32, hay ơ = I,07 ! Chỉ cần có một sai lệch tương đối 
cỡ 7% giữa các bán kính là đủ để thu được các số đo này. đầu ống vào 


Bán kính bằng 1,2 mm (chứ không phải là 1,20 mm !) và như vậy bán 
kính đựợc biết với độ chính xác tương đối là 4%. Vậy tỷ số bằng ! sai 
kém 8% ! Ta vẫn ở trong phạm vị sai số. 


các lớp 
giới hạn 


Sự không chính xác khi định cỡ các bán kính của hai ống đã giải 
thích đựợc sự chênh lệch lớn giữa số đo và kết quả mong đợi. 


 .. ố.. 7 nẽỶn cơ 


Điều này cũng lý giải vì sao mà việc thể hiện mối quan hệ tôn tại giữa lưu i0 n4 4 lo sẽ TỶ. 

lượng và bán kính các ống lại là vấn đề tỉnh tế Men bộ bo bi 
: : Í quá độ Ù„ POISEULI.E 

) Để tập luyện : Bài tập 3, 5 và 8. H.32. Ở đầu ống, tôn tại một chiều 


đài quá độ mà trên đó dòng cháy 
Chú ý : Định luật này biểu thị các tính đông dạng với định luật OHM. Lưu tiến đến trở thành một dòng chảy 
lượng (khối lượng hay điện tích), đối với một "vật dẫn” cho truớc, thì tỷ lệ — POISEUILLE. 
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ty theo trường hợp, với điện áp hay với áp suất dự. Tuy nhiên, sự tương 
tự không hoàn toàn đây đủ vì "độ dẫn thủy lực” không tỷ lệ với tiết điện 
như độ dẫn điện. 


)- Để tập luyện : bài tập 9. 
Ñ So sánh các dòng chảy POISEUILLE và COUETTE 


Trong dòng chảy COUETTE, áp suất (vận động) # là đều dọc theo một 
đường dòng, và dòng chảy là do sự dịch chuyển của các vách gây ra. Tình 
thế bị đảo ngược đối với dòng chảy POISEUILLE : các vách đứng yên, và 
dòng chảy là do một građiên của P gây ra. 


⁄fp dụng 5 


Phân phối nước Các đại lượng tương tự là : 


Một ống hình trụ, đường kính trong dị, cung h-tRuvà E; DĐ và h; Dạ và lạ; 


cấp nước cho hai ống đường kính d; và chiều 


I44nh ._ l44nh 
xS Vì v2 ".'.'ẽ.. 1T... Rị và ;Ña và Ề 
dài lạ mà đâu mút cuối của chúng ở áp suất khí T60 npdŸ 


quyến lạ (h.33). 
Sự phân tích mạch điện (34) cho ta các kết quả : 


LÃ h „dị uc EL+2R;.. Rị + R› 
Tiêm s0 h|Ufe" VI ca TA 
A RỆ +3R\Ra + R? Rị+2Rạ 
R 
VÀ J›=lg—” 
” Rị +2 


Áp dụng số, ta được : 


H33. Phiún phối nuóc. 


th | 1% 


*® với đị = I0 mm: 


Cho Đ là áp suất ở phía trên (tại điểm A). 
Khoảng cách giãa điểm A và nhánh rẽ thứ nhất, 
cũng như khoảng giữa hai nhánh là lỊ. Ta sẽ coi 
các nhánh rẽ là các thể tích đẳng áp nhỏ, và chế 
độ dòng chảy là chảy tầng. Ta thừa nhận định 
luật POISEUILLE đối với một ống tiết diện tròn là : 


_pat ^ˆ 


D ẠP. 
Gn/ 


Vẽ một sơ đồ điện tương đương và xác định lưu 

lượng của mỗi ống. 

Dữ liệu - 

ñ-=ñR =I1bar, đ =4mm; ñ =l¿ =5 m; dj =l0nm, 
2 1 


rồi dị =6 mm và ~10 5 m?s 
p 
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D,=0,106 kg.s Ì và D; =0,103 kg.s Ủ; 
® với đị =4 mm : 
Dị =0,046 kg.s”! và D; =0,023 kg.s 1. 


Trong trường hợp thứ nhất, #¡ rất nhỏ so với 


R;, và hai lưu lượng gần như bằng nhau. 


H.34. Sự tương tự động điện. 


ĐIỀU CÂN PHẢI NHỚ 


ĐỘ NHỚT 
« Đối với dòng chảy một hướng, như là ø = 0(y,/)„, thì lực bề mặt tiếp tuyến #, gọi là /ực 
trượt hay lực nhót, tác động qua một mặt diện tích S pháp tuyến với ¿, , dựợc mang bởi e,. 


Chuẩn của lực này bằng : 


F=n —S. 
ôy 


Lực này có khuynh hướng tăng tốc các dòng chậm và làm chậm các dòng nhanh. 

Hệ số TỊ gọi là độ nớ của chất lưu và với tính gần đúng tốt, có thể được coi như một hằng 
số đặc trưng của chất lưu ở một nhiệt độ cho trước. 

Đơn vị độ nhớt trong hệ quốc tế (ST) là pascan giây (1 Pa.s). 

* Trong một chất lỏng không thế nén được, các lực trượt tương đương với một lực thể tích 
mà biểu thức có dạng Thy, =rT|A0. 

* Phương trình vỉ phân của động lực học, hay phương trình NAVIER-STOKES, đối với các 
chất lưu không thể nén được có dạng : 


Du „ — : 
PS đai - grad P +TỊ AD. 
Trong trường hợp đơn giản của một dòng chảy dạng ở = 0{y,f)£„, thì phương trình vi phân 
trở thành : 
ôU. 8 u 


Par®x =o TP HN  IẾ 


8 ĐỊNH LUẬT POISEUILLE 


e Ở chế độ chảy tầng ổn định, thì lưu lượng khối của một chất lưu nhớt trong một ống dẫn 
tiết điện không đổi, tỷ lệ với độ chênh áp (độ tổn thất cột nước), nghĩa là hiệu số của lượng 
P=P+pgZ giữa các tiết điện ở lối vào và lối ra (trong đó P là áp suất và Z là độ cao). 
se Ở chế độ chảy tảng ổn định, thì lưu lượng khối của một chất lưu trong một ống dẫn hình 
trụ tiết điện tròn và độ chênh áp liên kết với nhau theo : 
4 
D=7P“ AP, 
#n/ 


trong đó p là khối lượng riêng, | là độ nhớt, # là bán kính và / là chiều dài. 


180. 


_ 
Đài tập có lời giỏi 


/Vfla sát giữa hai đĩa phân cách nhau 
bởi một chất lồng nhớt 


ĐỀ BÀI : 
Hai đĩa, có cùng bán kính z, quay xung quanh trục thẳng đứng chung (Óz) z 


của chúng. Không gian giữa hai đĩa đựơc choán đây bởi một chất lưu vận tốc góc 
@+ 


không thể nén được, có khối lượng riêng p và độ nhớt rị. Khoảng cách e 
giữa các đĩa rất nhỏ so với a, và ta thỏa thuận bỏ qua tương tác giữa chất 
lưu và thành bên ở zr = a, ta cũng thừa nhận rằng, ở chế độ chảy tảng, 
trường vận tốc có dạng : 
Ø =0(z,†)râp . 

Vận tốc của một điểm chất lưu được cho bởi ¿(M,?) = 0(7,†) = r@(z,1)đy , 
trong đó œ¡ là vận tốc góc quay của đĩa DỊ ở độ cao 0, và œ; là vận tốc vận tốc góc 
góc quay của đĩa Ð›; ở độ cao e. 6i 


1) Hãy giải thích ngắn gọn dạng nêu trên đối với trường các vận tốc. 

2) Bằng cách áp dụng định lý mômen động cho một phần tử chất lưu, hãy xác định phương trình đạo hàm riêng 
được nghiệm đúng bởi œ (z, ?). 

3) Ở chế độ ổn định, @¡ và œ; đều không đổi. 

a) Xác định hàm ø (z) ở chế độ ổn định. 

b) Tính ngẫu lực L do chất lưu tác dụng lên đĩa Ð›. Định nghĩa và tính hệ số ma sát đối với hệ hai đĩa này. 

c) Dữ liệu : 

Đối với dầu thầu dầu ở 50®Œ :n=0,12 Pa.s; p =09.107 kgm `; a = I0cm; e=0,lmm; œ2 —œ ¡ =2000 vòng.ph Ì. 
Tính hệ số ma sát với dầu thầu dầu ở 509C. 

4) Chế độ quá độ. 

Hệ ban đầu đứng yên (œ triệt tiêu khắp nơi). @; vẫn giữ bằng không, œ¡ đột ngột chuyển từ 0 sang © ở thời 
điểm 7 = 0. Hãy đánh giá t là thời gian đặc trưng để thiết lập chế độ ổn định ? 

5) Ta thừa nhận rằng t có cùng cấp độ lớn đối với mọi chế độ quá độ. Ở điều kiện nào, ta có thể đơn giản hóa 
hệ với giả thiết là giữa các đĩa tồn tại một ngẫu lực ma sát tỷ lệ với œa —ø ? 


HƯỚNG DẪN LỜI GIẢI 


1) Dạng này coi trọng tính bất biến bởi phép quay và điều kiện ở giới hạn 
trên các đĩa. Hơn nữa, dạng này lại tương thích với tính không thể nén 
được (div2 =9). 
Những lực nào tác dụng lên một : - : VÀ ` ` xã 
2) Ta áp dụng định lý mômen động, đối với trục (Óz), cho một phần tử 
chất lưu có thể tích z dz dØ dz. Chỉ mình các thành phần của các lực theo 
Lực trượt, tác dụng qua một mặt, áy mới được tính đến. 


phần tứ chất lưu. ? 


phụ thuộc vào vận tốc tương đối _ : > đán cà TA VÀ. ` 
* Hai màng mỏng chất lưu, song song với các đĩa và ở các độ cao z và z + dz, 


0iữa các lớp chất hìm. ˆ m1. -.- m 
§ ĩ trượt lên nhau với vận tốc tương đối : 


- s lo) - 
Đrại = (@(š + dể) =@(3,f))rá, =—rdš4) . 
“4 
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Vì điều đó đã được làm trong bài 
giảng, nên ta có thể tập hợp các 
áp lực và Các lựC trỌng trHÒNG 


vào một số hạng duy nhất (P). 


Sự quay thực hiện quanh trục 
(Óz). nên chỉ cần sử dụng định 
luật vô hướng về mômen động là 
đủ. Ta nhắc lại quy tắc đơn giản : 
mômen đối với một trục 

= lực x cánh tay đòn. 
Liệu ta có thế tiên đoán được 
xem P biến đối như thế nào theo 
0 2 Phương trình được suy ra từ 
định lý mômen động phát cho 
phép thiết lập điều đó. 


Tìm hệ thức giữa các ngẫu lực do 
Chất lưu tác dụng lên hai đĩa ? 
Tại sao lúc đó, người ta lại có thế 
coi là có mỘI tương tác trực tiếp 
gi1ma chúng với nhau ? Ta sẽ 
nhận thấy điều đó không còn 
đúng nữa ở chế độ quá độ. (câu 
hỏi S). 


Như vậy lực trượt, tác dụng qua một mặt nguyên tố diện tích dŠ và song 
song với các đĩa, sẽ là : 


® Các phân tử chất lưu ở trên cùng một bán kính, có vận tốc tương đối 
triệt tiêu. Lực trượt, tác dụng qua một mặt nguyên tố diện tích dŠ và pháp 
tuyến với ¿„, như vậy cũng triệt tiêu. 

s Mômen trượt tổng cộng đối với (Óz) là : 


ô ? ô” 
đáy =nrˆ =) (Ÿ] rdrdÐÔ =1 rŠ xn 
Ỉ % z+đz & E4 ôz 


dr dÔ dz. 


® Z là độ cao và P là áp suất, ta viết Pe P+pegZ ((Óz) được định hướng 
theo đường thẳng đứng đi lên). 
Các áp lực và trọng lực, đựợc áp đặt vào một phần tử thể tích dt, tương 


đương với d5 = —grad Pdr và mômen của chúng đối với (Øz) là : 


đức =-— nh ` dz. 
rê0 lô 


\ 
® Mômen động đối với (Óz) bằng : 
đo; =pdroœ r? =p rủ dr dØ dz. 


2 Ô@ P 2 Ê“@ 
S 


ồ 
Vậy: pr = +rịr” 
©t @8 Êz 


^ 


„ ðP : ^ PS 
Kết luận, n độc lập với 9. Và vì (0 +2mZ)= P(6), nên từ đó ta suy ra 
€ 


^Ð ¬ 2 

ỐP : €ềœ Š“œ 

——=0, và do vậy Chế vả =. 

e9 tr pếz 

3) Ở chế độ ổn định, œ (z) là một hàm afin : 
@)5 —@Ị 

@ =0 +————-Z. 
© 


Lực và mômen trượt đối với một phản tử của Ð› bằng : 


. Ập _ 
đẩy, =—n ——áy dể =—nz?<2—  Fdrd0 ảy 
Õz e 
và d4; =—n r392 ~SL rao, 


ClŠ(Oz) ; 


Sau khi lấy tích phân trên cả đĩa : - o;; = ~" (0a —@)1). 
e 


Mômen này tương đương với mômen ma sát chống lại sự quay tương đối 
của Ø2; đối với DỊ : 


nịm d! 


-#(Q;) = ~C(@2 —@|) VỚI C= P 


Với dầu thầu dầu : C=0,19N.m.rad Ìs, 
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Người ta thu được các hằng số 
đạc trưng của sự biến đổi, xuất 
phát từ phương trình dạo hàm 
riêng không thứ nguyên. Không 
nhất thiết phát giải phương trình 
trên đế biết cấp độ lớn của các 
hằng số này. 

Phương pháp nghiên cứu này sẽ 
được triển khai ở chương 6. 


4) Đặt: 
œ@ = ƒ/Q; ;=Éc Và ứ=ứC, 
(r biểu diễn một thời gian được suy ra từ thực nghiệm (ví như nghịch đảo 
của tần số ở câu Š)), ta nhận được phương trình biến đổi không thứ nguyên : 
GÀ — TỊ e?ƒ 


A 2 
CH pe7 & 


mà đối với nó các đại lượng đặc trưng / Š và ¡ đều vào cấp đơn vị. Như vậy 


Az ¬3„ 2 

ng ¬ š QC tế ƒ - ĐC 

xuất hiện một thời gian đặc trưng 1. sao cho C—=———— VỚI tụ =——. 
C1. & G †Ị 


Áp dụng số: tụ = 0,08 ms., 

5) Tương tác giữa các đĩa sẽ quy về một lực ma sát với hệ số ma sát €, 
nếu có thể coi rằng chế độ ổn định bao giờ cũng đạt được. nghĩa là (cả 3 
đẻ xuất sau đây đều tương đương nhau) : 

* Thời gian đặc trưng cho sự biến đổi các vận tốc như vậy phải lớn so 
VỚI Tụ; 


*® Phương trình rút gọn có dạng : ——=0; 
lội 


đX 
L 


1 ;. | ` uy: hy TẾ số 

*® —=2, nghĩa là 4 »+t„, hay v«<—— (v là tần số của chuyển động 
1 1ụ 

tuần hoàn). 

Thành thử đối với một chuyển động tuần hoàn, thì tân số v phải rất nhỏ so 


" : ở : 
với — nghĩa là so với 1 300Hz, đó là trường hợp các hệ cơ học thông 
Tên 


thường. 
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Tòi têp 


ẤP DIJN0 TBƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


“Í Dòng chảy chất lưu không thể nén được 
Cho một dòng chảy chất lưu không thể nén được ổn 
định. độc lập với thời gian, đi qua một hình trụ tiết 
điện S được trang bị một tấm phân cách. chía tiết diện 
của hình trụ thành hai phân bằng nhau, 

Ở lối vào của hình trụ. các vận tốc của chất lưu là VỊ 
và V2, còn ở lối ra. khá xa tấm phân cách. thì vận tốc 
chất lưu là Mạ. 

Tính M: theo VỊ và V2. 

Liệu có tôn tại một sự tổn hao năng lượng không ? 
Hãy bình giải. 


Khảo sát trường hợp đặc biệt trong đó 12 =—-. 


“2 Dòng chảy tầng trên 
một mặt phăng nghiêng 


Một lớp mồng chất lưu (độ nhớt rị, khối lượng riêng 
p) có chiều dày e, chảy dọc theo một mặt phẳng 
nghiêng, mà đường có độ dốc lớn nhất hợp với đường 
năm ngang một góc œ. 
Trường các vận tốc. giả 
thiết không phụ thuộc thời 
gian, có dạng ¿= 02(y)€y. 
Ta bỏ qua các lực nhớt 
trên mặt phân cách không 
khí/nước. 

Hãy xác định dạng của 
¿ (y), cũng như hệ thức 
giữa chiều dày e và lưu 
lượng khối D2 đối với một 
chiêu rộng 7. 


Tính vận tốc cực đại đối với e = Imm và ơ = 45 
trong các trường hợp của bảng dưới đây : 


khối lượng riêng p 


chất hệ số nhớt T\ 
lưu (Pa.s) (kg.m Ÿ) 

F — 
nước _| q =1.0.107” Pas p=1.0.10Ỷ kg.m Ở 
dầu | n=l.0Pa.s | UP I.0.10) kgim Ÿ 


3 Bộ giảm áp gồm một mạng 

các khoang mỏng 
U) Một ống năm ngàng có tiết diện vuông cạnh a :¿ 
chiều dài 7 được chia thành các khoang mảnh và bằng 
nhau nhờ rất nhiều lá mỏng chiều dày không đáng kẻ ” 
® Đầu vào tiếp xúc với một bể chứa chất lưu có khối 
lượng riênp p và độ nhớt n1 : lối vào được giữ ở áp 
suất P\ : 
* Ở đầu ra. chất lưu ở áp suất bên ngoài /(Œ¡ > lạ). 
Dòng chảy được già thiết là chảy tầng và ổn định : xác 
định lưu lượng và vận tốc trung bình chảy ra của chất lưu. 
Ấp dụng số : chất lưu là dầu 
Dữ liệu - vị = 1,0 Pa: p =0.9.10) kg.m Ÿ: 
P= 1.5 bar fg =lbạr, 1=ứ=lcm;W@ =50. 
Hãy bình giải 
2) Ông được giữ ở vị trí thẳng đứng. và hiệu số áp 
suất AP= P4 = Hy tương ứng với chiều cao cột chất 
lưu gần bằng 7. 
Ấp dụng số : chất lưu là nước, 
Dữ liệu : TỊ = 10.10 Pass, 
p=]1.0. I0 kem ;ứ= lcm; L= 20cm; = 50. 
Hãy bình giải. 


4 Mặt đăng áp 
Hãy xác định hình dạng các mặt đẳng áp đối với các 
dòng chảy sau đây của một chất lưu không thể nén được : 
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a) 0=0(y,f)y trong một 
trường trọng lực ø@ =-—gẻ; ; 
b) Z=z0)ä& (chế độ ổn 
định), đối với r trong 
khoảng giữa 4 và vô cực, ..“ 
trong một trường trọng lực Ï 
8 = ~&ẻ; VỚI (4) = tụ. 


Ta thừa nhận rằng lực trượt thể tích bằng A2, với 
Aø trong trường hợp này có dạng : 
AØ =—rot(rotØ) T.a đi. 
dr\r dr 
Vì cả hai trường vận tốc ở đây đều nghiệm đúng 
divở=0. 


VẬN DUNG VỐN KIẾN THỨC 


® Công suất độ nhớt (trên đơn vị) thể tích 
Một chất lưu khối lượng riêng p và độ nhớt rị đang ở 
dòng chảy ổn định dạng : 

0=0(ÿ)€y.. 
1) Xác định công suất thể tích .2¡ của các nội lực 
nhớt. 
2) Áp dụng cho dòng chảy COUETTE 


Có một chất lưu, mà áp suất không phụ thuộc x, ở 
giữa hai mặt phẳng nằm ngang cách nhau một khoảng 
e. Mặt phẳng dưới bất động, còn mặt phẳng trên được 
kích động một chuyển động tịnh tiến với vận tốc 
Ủp = 0oể„ . Tính công suất tiêu tán. 

3) Áp dụng cho dòng chảy POISEUILLE phẳng 


Có một dòng nước chảy giữa hai mặt phẳng nằm 
ngang bất động cách nhau một khoảng e = 0,5 mm, 
với vận tốc trung bình 1m.s !. Hãy tính công suất 
tiêu tán trong một hình hộp chiều dài L (theo (ÓØx)) và 
chiêu rộng ø (theo (Óz)). Nếu ta bỏ qua mọi sự truyền 
nhiệt, thì hãy tính, ra Kelvin trên giây, độ tăng nhiệt 
độ ở các điểm mà tại đó công suất là cực đại. 


Dữ liệu : nước : TẠ = 10.103 Pass; p =I,0.10 kg.m Ở; 
nhiệt dung riêng c=4,2 kl.kg }.K”T. 


Õ * *Công thức SToKES 


Với các vận tốc nhỏ, ở chế độ tuyến tính và ổn định, thì 
trường các vận tốc xung quanh một quả cầu chất lưu 
không thể nén được, có biểu thức (trong tọa độ câu) : 


3 
Ủy ... 


2r 2r3 

3 

3R Ññ 
=—„ sinÐ | I——————]. 
th œ | 4r s 


1) Xác minh rằng trường 
này là nghiệm của phương 
trình vi phân đã được tuyến 
tính hóa và tuân theo các 
điều kiện ở giới hạn. 

2) Xác định các áp lực và 
lực trượt trên các thành 
của quả cầu chất lưu, rồi 
xác định lực tác dụng lên 
quả cầu đó. 


'Z *Nhớt kế CoUETTE 


Thiết bị này do COUETTE chế tạo để đo độ nhớt của 
chất lỏng. Nó gồm hai hình trụ đồng trục bán kính #\ 
(bán kính ngoài của hình trụ trong) và R¿ (bán kính 
trong của hình trụ ngoài). Không gian giữa hai hình 
trụ chứa đầy một chất lỏng mà ta cần đo độ nhớt T. 
Hình trụ ngoài đứng yên, còn hình trụ trong quay đều 
với tốc độ ©. Chiểu cao h của chất lỏng đủ lớn để có 
thể bỏ qua các hiệu ứng ở hai đầu, và nhất là tác động 
của đáy lên chất lỏng. 
Vậy, ta giả thiết rằng trường các vận tốc là ổn định và 
có dạng : 

0=œ()ra&. 
1) Tìm vận tốc (tương đối) 2; =z,s4 của một 
điểm trên hình trụ bán kính z đối với hệ quy chiếu 
gắn với hình trụ bán kính z; ? 
2) Bằng cách tương tự như với trường hợp dòng chảy 
phẳng, hãy biểu thị lực trượt, do chất lưu bên trong 
tác dụng lên chất lưu bên ngoài qua một mặt nguyên 
tố có diện tích dS pháp tuyến với ¿„, theo đạo hàm 


du rel 


s; dœ 
, rồi theo ——. 
dr 


3) Hãy tính mômen đối với trục quay của các lực 
trượt tác dụng lên thể tích chất lưu nằm giữa hình trụ 
ngoài và một hình trụ bán kính r (Rị <r< R;). Từ 
đó suy ra hàm œ(7). 

4) Hãy biểu thị mômen F, theo ị, ®,O© và rị của 
ngẫu lực phát động kéo hình trụ ngoài. 

3) Hãy nghiên cứu trường hợp trong đó ÑỊ = Kạ -e, 
VỚI e<&< Ẩ\. 


Dữ liệu : Rạ =50 mm; e = 
@ =] vòng.s 1, 


3 mm; h = 200 mm; 


Để đo được độ nhớt ở lân cận 1Pa.s, thì mômen ngẫu 
lực phát động có độ lớn cỡ bao nhiêu 2 


le) *ÐĐịnh luật PoIsEUILLE đối với 
các ống có tiết diện tròn 

Một chất lưu không thể 
nén được có khối lượng 
riêng p và độ nhớt rị, chảy 
trong một ống hình trụ tiết 
diện tròn bán kính øz, chiều 
dài ⁄ và trục (2z). 

Ta thừa nhận rằng ở chế 
độ chảy tầng ổn định, thì : 
* vận tốc chất lưu trong 
ống có dạng Ø=zƒ}ẻ, 
(trong tọa độ trụ); 


Pạ+AP 
» nếu P là áp suất và Z là độ cao, thì P=P+pgZ 
chỉ phụ thuộc vào z; ta sẽ đặt P(z=0)= fầ+AP và 
P( = L) = Rị. 

1) Bằng cách tương tự như với dòng chảy một hướng, 
hãy xác định lực trượt do chất lưu ngoài tác dụng lên 
chất lưu trong qua một mặt nguyên tố diện tích dŠ và 
pháp tuyến với é,. 

2) Bằng cách áp dụng hệ thức cơ bản của động lực 
học cho hệ được cấu tạo, ở thời điểm / cho trước, bởi 
chất lưu chứa trong một hình trụ chiều dài 7 và bán 


kính r, hãy tính = rồi uứ). 
r 


3) Từ đó suy ra hệ thức về sự tỷ lệ giữa lưu lượng và 
độ sụt áp. 


@ * Sự tương tự với điện động học 


Một chất làm lạnh lỏng, độ nhớt rẠ = 10.103 Pa.s, 
chảy tuần hoàn trong một mạch gồm các ống hình trụ. 
Với hai nhóm 50 ống : bán kính a¡=0,5mm_ và 
chiêu dài /¡ = 50 cm. 

Với các ống nối : bán kính ¿ =3mm và chiêu dài 
b = 2,0 m. 


Và một bơm bảo đảm sự tuần hoàn của chất lưu với 
lưu lượng thể tích Ðy¿¡ =0,1L.s”Ì. 


vẽ” : 
_. 


1) Hãy biểu diễn một mạch điện tương đương. 

2) Áp suất ở lối vào bơm (điểm 4) là I,1bar. Tính áp 
suất ở B, Œ, D và E. 

3) Tính công suất mà bơm cung cấp cho chất lưu. 


na! 


Ta thừa nhận định luật POISEUILLE: Ðy¿¡ = ". : 
n 


Lửi GIẢI 


4 Chất lưu là không thể nén được, nên ta có sự bảo toàn lưu lượng 
thể tích : 


Vị+V: 
SVi+ 2V, =SW,, lay W=-L—+., 


` W„. ..... `. 
Trong trường hợp mà V› = Sĩ thị V = " ¡ dâng đi các đường của 


trường là như sau (xem chương 2, bài tập 2, các lời giải). 


miền nhiễu loạn trong đó 
xuất hiện các lực nhớt. 
Trong miền nhiễu loạn, các lực nhớt tác động sao cho ở lối ra, trường 
các vận tốc là đều. Như vậy ở đấy phải có sự hao tốn năng lượng : 
* công suất động học ở lối vào : 
VỀ § VỆ $ 
I TP~ = 


`ỳ lợn p~(VỈ+VỶ) 


P2 2 P2 2 


* công suất động học Ở lỖI r4: 


Điều đó gây ra một sự tôn hao năng lượng động học trong đơn tị thời 


4 

h $ M+h\ì 

lÙ Su =p— l% to? = 
2 4 : 


¬ 


gian bằng : 


s 
D “iW + vỉ )— 
vỈ 


Dại lượng này luôn luôn dương hay triệt tiêu (nó triệt tiêu khi 
VỊ =YV› =Vì). Đúng là các lực nhới làm tiêu tân năng lượng. 


xôi Thám khảo giáo trình §4.1. 


HỆ thứ cơ bản cửa động lực học được thê hiện bởi phường trình vì phân : 


Dĩ. Nhiệt _.. : 
Đ——ty=-gradP + p ø(Sim0 e, — c0SƠ c,.) +1] 
Di : 
lân #2 Địt 
Ở đây —=0d srad) )' =0, vậy ——=Ô. 
ết Di 
Chất lưu là không thê nén được. băng phép chiêu, ta được : 
Ÿ... ÊTo ẾP 
® /È1 Cy¿(Ị —T—=——+ p£šnữư =U 
ÊyT" ÔA 
'Ý.. ỐP ? 
trÊN Ẻý  ——p c0 =0 
cỳ 
ba cà cv TP 
*IÊN c„: —=ÔD. 
là 


Từ đó ta suy tí P=—p ey cosơ + p(x.1), p chỉ phụ thuộc vào x và 1 
ƒ(X.() là nghiỆH! cua : 
“; 
: T1 y,t) 
pDZšnơ =n ——- 
GÀ Ôy" 


Đăng thức này phải được nghiệm đúng với HỌI giá trị của X, y và t. 
Như vậy. nó phải bằng một hằng số C(U) phụ thuộc thời gián (, nhưng 
độc lập với các tọa độ không gian x và y. Điều này cho : 


Ề p(x,E) DƯ. : 
TP —~pgiing = Œ€U) và ND ưng, 
CÀ ếy" 


Tả có thể viết: p(x,1)= xp gsind + C)X+ Đụ (Dạ, là hằng số thật 


sự), nghĩa là : 
x7 
cTr(y,Ð) 


P(AX,y,1)=—ĐÐ #(y c0sŒ — x$ing )+n) —x+. 


êy 


Với v = e, áp suất phải bằng Rị. nghĩa là độc lập tới X, điều đó cho 
phép xác định C(U) và Dụ : 


: 
lNA019) 
¬ 


°n =—pgsing =—~CU)= ~Cụ „ một hàng vô thực sự, nghĩa 
ty" 
".... ....- ơšI\@ „ da 
là tận tôc có Biểu thứt x4 ; ©= c1 2@% Y),vi —=Ú Ơ 
+" dy 


v=e(không có lực trượt trên mặt phần cách chất lưu/ không khí). 


5 TQ Ạ 
Lúc đó. lưu lượng bằng D = [nữ )Ldy = p găing Lẻ” 


Ụ & 
* — P(A,y.1)= P(x,y)=—pø(yTe)coœœ + lạ. (Dị = Rị) 
đường đăng áp song song với mặt phăng nghiêng, và như vậy hợp với 
đường nằm ngang một góc Œ. 


các 


lỏng may (m.s!) lời bình giải 


các giả thiết có nhiều khả năng 
là đúng 

sĩ dòng chảy là quá nhanh để các giả 

thiết về dòng chảy tầng có hiệu lực. 


dâu | ~3.5.10” 


ước 2,5 m5 


* Phương pháp khác 
Tham khảo giáo trình š2.1. 


Ấp suất phát động (hay hiệu dụng) 


# 


e : : ¬  .... CS NO đUẾP" cựu 

P=P+pgZ chỉ nhụ thuộc vào biên sô x. và đại lượng —> ch 
dy" 

phụ thuộc vào ». 


„+ dP ITụ 
Biết răng si 
dx dh" 


=—pøsInœ thằng SỐ), tì CÓ thể VIÊ[ ; 


P =—D #šI\Œ + CÍC. 
(Ấp suất đặt ở y =e là P= Bị ). 


Phân còn lại của cách giải không thay đôi. 


5 U) Mỗi khoang đêu rất rộng so với chiều dày của nó. Ta có thê bỏ 
qua ảnh hương của các bờ và ấp dụng kêt qua liên quan đến dòng 


chảy POISELILLE phẳng. 


„4 
Với môi khoang, thÌ Duy = = —R) 
` HIẾN: 
„ p¿` . 
Tổng cộng D==————(,~ Rạ). hay Đụ =————+(— Rị) 
In1LN” I2nEN- 


Với dầu. ta được : 
D=1,5.10 


tương ứng với một vận tốc Đngy = L7 mạ”! 


nI0Y 
Như vậy giả thiết về dòng chảy tầng (cần thiết để án dụng công thức 
trên) đã được chứng thực. 

2) Công thức trên căng y hệt đối vúi nước, nhưng khoảng cách áp suất 


tổ ràng là nhỏ hơn, ở lần cận peøL : 


4 14 ặ = 
hì ơa í đá 
D= h xD £È = Ề „ Bay hnoy —yP£L= = z 
[2nLN” KHỆ: I2nLN- l2nN- 
điều này cho D= 3,3.107 * kg” =343 - tương ứng với vận tốc : 
=1 IE5 thể 2 


Chnoy 
Vận tốc này nhỏ. nên giả thiết về dòng chảy tâng chắc chăn được 


nghiệm đúng. Ỡ 


đt Trong cả hai trường hợp địve cửa vận tốc đều triệt tiêu. Ta có các 
dòng chảy không thê nén được. tương thích với giả thiết về chất lưu 
không thể nén được. 

a) Từ phương trình ví phân của động lực học. bằng phép chiếu tì 
nhận được các phương trình vô hướng : 


^ ` mU ` 
P êc ỐP ðb. ếP 
Su. 1s vs] <s: WlOsc DM 
êy ỔI ỔA ây" ỒZ 
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Như vậy mặt đăng ấp không nhât thiết là phẩng, song song với tục (OY), 


QP ếP 
tì grad P.ể, =Ù: —=(Œ@ nÌúng —— có thể phụ thuộc vào y và t 
ềZ ỒA 


b) * Các phân tử chất lưu vẽ các vòng tròn với vận tốc không đôi. gia 
tộc toàn phần là : 


Di r 
* Theo các quy tắc tính các toán tử vectơ (xem chương 8) thì : 


Aø r0((roL/?) = Ề 210222) 
dr\(r dr ” 


Đòng chảy là bất biến trong phép quay có trục (O2), áp suất độc lập 
vớt Ð. Thành thử phương trình vĩ phân của động lực học sẽ cho - 


Vy vS ,. dP 
* khi chiêu trên ởy: —=p—: 
dr 


Ñ d rụ 
* kí chiếu trộn dụ : N.. 
dr\r dự 


}- 0 (hệ số nhớt tị không than 


gía vào, nhưng các lực nhớt lại áp đặt lời giải này ") 

Sau khi lấy tích phân có kế đến các điều kiện ở giớt hạn. ta được : 
Hệ 

4/0 


2r7 


MÀ 
MP Của ĐAU PS 0#ØZ—PÐp 


Vậy các mặt đăng áp được sinh ra do sự quay của họ các đường cong : 
= 3 


KH ø 
2 2ørˆ 


+CíC, 


T9 1) Xem tiệt 4 của giáo trình. Đôi với một dòng chẩy như vậy, thì 
3 
"........ dP Xã 
PRà một hàm alin của X và cho —— = ~=(È. 
đx d V 


Giả sử có một hình hộp nguyên tổ mà các đáy (có diện tích $ = aL) 
song song với mặt phăng (x2) và có tung độ y và y + dự. 
Hình hộp chịu tác dụng của các lực trượt trên hai đây của nó : 


de ¬ - dự _ 
F 0y = mi) đv và Fý ¬u[) ly 
3 2y+0 ủy 


còn ở phía trước và phía sau chịu các áp suâit : 


dẾy =P(x)adyeyv và dFt¡ =—=P(x+L)adyễ,. 
Vj M2 
2 uy 2 Ty 
(Ti nhận thây : P(x+L)— PUy) C Tám Ẻ _ Lư Đi =TI Ũ : =dŒe ). 
ủx dự dy dyˆ 


Động năng cửa chât lưu là không đồi, nên công suất tông cộng của 
Các nội lực và nøOạÍ lực trIỆt tiêu : 


d2 + ha (W+dy)Cy + 1/JÊy +(P(A)— P(x+ L)¿{y)ady =0. 
nhờ đó ta được : 
lC #] : 
d2; +n$ ạt dy-Y\SU s dy=0. 
ủy dy" 
dnY 


$dy là thể tích của hình hộp : - “0= : 
dy ) 


3 3 


X ĐA 


2) cành Xu =—n là đều: “6v = SH 


3) Với gốc ở trong mặt phẳng dỗi xứng : = ụy| l——==— 


= Ũ NHƯ N rà 2) l44' tay 3 
"moy  — ty ) JƑ =CUngg Vả “Ấ6oI= =————Y 
` e 3 : 


lộ 


3 
l?n/ # nay 
lộ 
Công suất tiêu tắn 6c đơm vị thê tích là cực đại ở sân sắt thành hộp -: 


- 3ón ta tạ 


Vol max T7 


BỜ — GUÓT duy CÔ =3/4 1072 Kế”, 
D. dí di 


Ó 1) Xem chương 8, div2 =0 và như vậy : 


„„⁄ CC SA TÔI 
“—(2t0$Ð ở, + sinÔ qy ) 
2r` 

;32„ Rcos0 


2rẺ 


AuU= —rot(roL¿?) = 


Ar=- grad 


Biêu thức này tương thích với tính không thể nén được và với phương trình 
ví phân NA VIER¬STOKES, với điều kiện ĐỎ qua (ñ. grad)8 và ta đặt : 
3nz„RcosÐ9 

2” 
ñ{\R,0)=0 với mọi giá trị của Ô và Ú —> n„ẻ, 


P=~ 


khi r—>©. 
Như vậy các điều kiện ở giới hạn đã được coi trọng. 

2) * Tông hợp các áp lực lên hình cầu : 

- lên một phần tử bề mặt : đ.„. =—P(R.Đ )R sin6 d9 dọc, : 


pIeS — 


‹ 3io„Rcos"Ô sĩ 
- trong phép chiêu lên (O2): d2 w¿y = TU2Re 9E dọ 


es 


® LỰC lrượt 


- trên một phần tử bê mặt : d F;y =Y lt ® j R” sinð d9 đọ II 
r=ñ 


3z sinÌÓ 
-.. 


- trong pháp chiếu : dF>s = dÐ dịp 
Sau khi lấy tích phân : Ê= Eny + Rạy = 6Ñ, ty, 
Người ta đã kiểm tra thấy các thành phần khác của áp lực tông hợp 


đều triệt tiêu. 


" 1) đ„„ =(@(r) 


Khi xét hai hình trụ bắn kính r và r+dr, ta được : 


—@())7öy =0jdy (Xem áp dụng 1), 


dóœ› dư dœ 
d¿ =r—drdy; hạy —#L=r——, 
rel ủz q › 1M l7 I_P 
BC vài 1É đời xà 3 
2) Lực trượi ty lệ với dS, và với TP nghĩa là : 
: 


"` : 
HS tả 06 oi EU siúG: 
dr ủr 
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3) Thành ngoài tác dụng lên chất lưu đang xét một mômen : 


d : 
.(R;) =nR; $] 2x R;hR; (lực bề mặt x diện tích x cánh 


r=k 


tay đòn), hay .(R;)= zmu[ " . 
đr r=R, 


Cũng thế, mômen tác dụng bởi chất lưu trong là : 
\ 
„#(r)=~2mn\hrẺ (#) 
đr 


Ở chế độ ổn định, mômen tổng cộng áp đặt vào hệ chất lưu triệt tiêu, 


nghĩa là : r` (S}-~ lích phân hệ thức này, ta được 
r 


@ = SE +. Khi kể đến các giới hạn thì được : 
T 


6T =-2m ng [ S2] =4nnh- TS 
đr r=K Rj-R 


5) Sau một phép khai triển giới hạn ở bậc I, ta có : 


x 3 
® ĩ l= 2mn\h R Q. 
R—R ẻ 


@œ@=@ 


Với các trị số đã cho :T x 3 N.m. 


le: 1) Vận tốc tương đối của các điểm của hình trụ bán kính r đối với 


hình trụ bán kính my là : 


Đại = 0(7)~ Đ(p), từ đó Fạy =T| TS, ; 

2) Nếu ta làm cân bằng các ngoại lực : 

* các áp lực : Fp =1 sa —P,_r)£;. 

* các trọng lực : F, =—m rLpgẽ,. 

Nhờ đó, vớ P=P+ D#Z, ta được các ấp lực và trọng lực : 

T =ĩ ?(P;=0 — Pz-L)ẽ, =Tñ ?(Œ-ụ —P,_-r— pgU)ế;, 
=xr7(AP- p£L)€y =m r?A Pễ„: 


* lực trượt : Fạ, =—\2 ri, ị 
r 


Ở chế độ ổn định, lực tổng hợp của các lực tác dụng bằng không : 
du P P 


cUIE thU, TS vì u(A)= 0: he ca, —r?). 
dr ?mL 4n 


4a 
3) D=p |¿(r)2nrdr, nghĩa là : 
0 


Ta nhận thấy nếu AP = p gL, thì không có bắt kỳ một lưu lượng nào. 


@ 1) Người ta thấy có những sự tương tự sau đây giữa : 


sáp suất và điện thế, 


* lưu lượng thể tích và dòng điện. 
Đối với một ống, ta có thể viết AP = RD¿¿, với R=——_ và đối với 


một điện trở thuân, ta viết AU= RI 


Ta có sơ đô điện tương đương : 


Pọ 


? D 


vol 


R - 
R =-—TÍ ~2,0.1019 Pam ”.A ; vậy —L=4,0.108 Pam ”.A ; 
Trần 50 


R =2 ~6,s.i0f Pam Ì.A, 
71L82 


2) “Điện trở” tổng công của mạch điện là : 


R=?, tệ. =2,1.10? Pam °.A. 


Biết rằng lưu lượng thể tích là ŒI lú trong một giây, 
D„y=10' m°s Ì, độ Pạ— Pa _ bằng 
Pp— Pa =2,1 bar, đo đó ta được Pp = 3,2 bạt, 


"........... 
Hiệu áp suất ở các “cực” của mn băng 0,4 bar, 


chênh áp suất 


Hiệu suất ở các “cực” của ® bằng 0,65 bar. 


Vậy, từ đó ta suy ra các áp suất khác nhau : 


P, Pạ ty Pọ Pẹ Pạ 
2/8bar | 2/15bar | 175bar | l,Í bar 


3) Giả sử hệ được tạo thành bởi chất lưu hiện có trong bơm ở thời 
điểm t. 


Độ biến thiên động năng của nó rất nhỏ, nên ta có thể coi công suất 
tông cộng nhận được triệt tiêu, nghĩa là : 

Công suất các áp lực ở phía trên và phía dưới + công suất của bơm = 0. 

Do đó: 2fqm =(Ppg — PA)SV =(Pg — PA)Đụa.. 


Sự tương tự với điện động học như vậy cũng cho công suất : 


4m =2IW, 


Phân loại các dòng chảy từ số REYNOLIDS. 
M Ước lượng các cỡ lớn đặc trưng. 


§Ñ Phân tích thứ nguyên. 


đIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 
M Động học chất lưu. 
M Động lực học chất lưu lý tưởng. 


Độ nhớt của một chất lưu.. 


SU PHẨY THỰC : 
SĨ REYN0LDS 


* 
Mớ đâ 
Mọi chất lưu, theo cấu trúc của nó, đều nhớt ! 


Như vậy không tôn tại chất lạc lệ trông 
(cũng vậy, không có các đòng cháy thế) 


Thế nhưng các mô hình này lại được dùng 

trong công nghiệp. 

Đôi khi người ta có thế bó qua độ nhớt 

của một chất lưu. 

Trong các điều kiện đó, sự vận chuyển động lượng 
bằng đối luu (sự kéo theo bởi chất lưu) chiếm ưu thế 
hơn so với cũng sự vận chuyển đó bằng khuyếch tán 
(tính nhớt). 

Khi đó, ta có HgHy cơ thu được các CHỘN xoáy. 

Một con số không có thứ nguyên cho phép “lượng tử 
hóa” sự mô tá các dòng cháy khác nhau của mỘI 
chất lưu nhớt : đó là số REYNOLDS Re. 
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Cho tới nay, ta mới giới hạn ở các trường hợp các dòng chảy lý tưởng 
(chảy thành lớp với các chất lưu nhót, chảy thế với các chất lưu lý tướng), 
có thể mô tả bởi các biếu thúc (hay các mô hình) toán học đơn giản. 

Một vài thí nghiệm đơn gián chứng tỏ cho ta thấy các sự chảy thực phúc 
tạp hơn nhiều. 


Các nghiên cứu thực nghiệm 
về sự chảy của một chất lưu thực 


1.1. Sự chảy thành lớp và cuộn xoáy 


1.1.1. Ví dụ thứ nhất : Thí nghiệm của REYNOLDS 

Một bình nước (hay chất lỏng nói chung) cung cấp nước cho một ống nằm 
ngang, dài; một thiết bị cho phép đưa một sợi màu vào trong ống (ñ.]). 

Thí nghiệm chứng tỏ : 

* ở các vận tốc nhỏ, sợi màu vẫn thẳng và song song với thành ống (0.2). 
Các đường dòng đi dọc theo nhau không bị rối và trượt trên nhau : ta nói 
có sự chảy thành lớp. Đó là trường hợp của tất cả các ví dụ đã được 
nghiên cứu cho tới nay. 

* ở các vận tốc lớn, sợi màu phân tần ra và trộn lẫn vào chất lưu (ñ.3) : 
các đường dòng bị rối. Sự chảy ở trong ống là cuộn xoáy : các đường 
dòng bị rối. Sự chảy ở trong ống là cuộn xoáy. 

Như vậy. đối với một chất lỏng đã cho, trong một ống đã cho, thì giá trị của 
vận tốc cho phép phân biệt một sự chảy thành lớp với mội sự chảy cuộn xoáy. 


1.1.2. Ví dụ thứ hai 


Ta hãy quan sát tĩa nước khí đi ra từ một cái ống (0.4). Nếu lưu lượng 
yếu. thì sợi nước trong suốt chảy ra một cách đều đặn. Điều này chỉ xảy 
ra khi vận tốc chảy nhỏ hoặc khi chất lưu rất nhớt (theo nghĩa định tính 
thông thường của từ này). 


H.4. Sự cháy a. thành lớp b. cuộn xoáy. Đường kính trong của ống bằng 12 mm, 
lưu lượng lần luợt là 0,2 lít trong một phút và T0 lít trong một phút. Cấu trúc của 
tỉa nước cHỘN xoáy (ớ đây chụp ánh vớt thời gian đợi 1/500š) biến đối rất nhanh 
khó quan sát được một cách rõ ràng. 
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H.1. Vòi nước cho phép điều chính 
lưu lượng và chất màu cho phép thấy 


rõ sự chảy trong Ống. 


H.2. Ở ván tốc nhó, sự cháy là thành 
lớp. 


H.3. Ở vận tốc lớn, sự cháy là cuộn 
xoáy. a. Hình dáng thu được bằng 
cách chụp? ảnh cổ điển. b. Hình dáng 
thu được khi nhìn thúc thời (chụp 
ánh rất nhanh). 


Tiếp tục tiến hành thí nghiệm trên bằng cách tăng dần lưu lượng : bề mặt 
của tia nước không còn hoàn toàn nhẫn nữa và hình dáng của nó thay đổi 
theo thời gian, sau đó, mất đi độ trong suốt. Các đường dòng không còn có 
dạng đều đặn của chế độ chảy thành lớp. Chúng tạo thành một mạng lưới 
phức tạp, rối tung, ở chế độ mất ổn định thường xuyên, hình dạng luôn luôn 
thay đổi và thay đổi rất nhanh. Khi đó, không còn có thể dự đoán được sự 
biến đổi của các đường dòng nữa và sự chảy, hỗn độn, thành cuộn xoáy. 


Sự xuất hiện cuộn xoáy khi vận tốc chảy vượt quá một giá trị nào đó là 
một hiện tượng rất phổ biến. 


1.1.3. Các tình huống khác 


Nếu ta thổi rất nhẹ nhàng vào một chiếc còi thì không thấy một âm nào 
phát ra : không khí chảy thành lớp và không đổi. Bắt đầu từ một lưu lượng 
nào đó, còi mới phát ra một âm. Thí nghiệm này chứng tỏ sự tồn tại các 
hiện tượng không ổn định : sự chảy trở thành cuộn xoáy (5). 

Sự chảy là thành lớp nếu các đường dòng "trượt" trên nhau và vẫn 
giữ song song với nhau : nói chung, có sự chảy thành lớp nếu ' 


Øamt 


tốc"' nhỏ. 


'vận 


Trong trường hợp ngược lại, với vận tốc trung bình lớn, sự chảy là 
cuộn xoáy. Sự chảy cuộn xoáy là không bên và có cấu trúc hỗn độn. 


2 Số REYNOLDS 


Số REYNOLDS sẽ cho phép ta xác định một cách định lượng "ranh giới" 
giữa một dòng chảy thành lớp và một dòng chảy cuộn xoáy. 


2.1. Lựa chọn các thông số 

Ta hãy dự kiến xác định các thông số tác động vào hai thí nghiệm ở trên. 
Sự chuyển tiếp thành lớp - cuộn xoáy với các dòng chảy đang xét phụ 
thuộc vào : 

® vận tốc trung bình V của chất lưu (điều này là đương nhiên) : nhất là 
trong hai thí nghiệm trên chính chúng ta đã làm rõ thông số này ; 

* độ nhớt rị của chất lưu : điều này cũng đương nhiên vì các cuộn xoáy rất 
khó thu được ở trong dầu so với ở trong nước ; 


° đường kính Ð của ống : đối với một chất lưu đã cho, với một lỗ nhỏ, ta 
dễ thu được một dòng chảy thành lớp hơn là một lỗ lớn. 


* khối lượng riêng p của chất lưu. Thông số này có vẻ không đương nhiên, 
nhưng khối lượng riêng lại xuất hiện trong mọi phương trình biến đổi. 


2.2. Sự tiếp cận bằng thứ nguyên 


Để có thể thực hiện sự phân biệt về mặt định lượng giữa một dòng chảy 
thành lớp và một dòng chảy cuộn xoáy, từ các thông số ở trên, ta hãy xây 
dựng một đại lượng không có thứ nguyên. 
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H.5. Phải có một lưu lượng tốt thiếu 
để cuộn xoáy xuất hiện và một âm 
được phát ra. 


.eÀ 


r5 


Các phương trình thứ nguyên của các thông số khác nhau đã lựa chọn hà : 


IVYI=L.TT!; mì =M.L TT! ;[Ð]=L; [p]=M.ƯỶ 


Chỉ có lượng <4 là không có thứ nguyên mà ta có thể xây dựng được 
T1 


từ các thông số này (x. §10). Vậy đại lượng này là một con số đặc trưng 


cho sự chảy. Con số không có thứ nguyên này gọi là số REYNOLDS: 
_ ÐVD 
TỊ 
Ta hãy tính cỡ lớn của số REYNOLDS cho hai dòng chảy, mô tả ở §1.1.2. 


Re 


Ký hiệu ØĐ,¿¡ là lưu lượng thể tích, và Ð là đường kính của ống, vận tốc 

: ỹ _ 4D Ð, 
trung bình V của dòng chảy được cho bởi V = — ~ — 

hà Đài D 

Thí nghiệm được thực hiện với nước p= 103 kg.m Ở; TỊ= 10 PI. Từ 
trên, ta có: 
* khi quan sát thấy một dòng chảy thành lớp V x 2,5 cm.s”! và Re ~ 300. 
* khi quun sát thấy một dòng chảy cuộn xoáy (rối) Vxl,2 ms ! và Rex1400. 
Các giá trị này là các đặc trưng của một dòng chảy thành lớp và một dòng 
chảy cuộn xoáy. 


: — DVL 
* Số REYNOLDS Re = p 
TỊ 


cho dòng chảy của một chất lưu (khối lượng riêng p, độ nhớt rị), có 
vận tốc trung bình V, xung quanh một vật cản (hay trong một ống 
dẫn) có kích thước đặc trưng L. 


là một số không có thứ nguyên, đặc trưng 


* Sự chuyển tiếp thành lớp - cuộn xoáy 

Nếu số REYNOLDS nhỏ (Re < x 2000, nói chung là giá trị được chấp 
nhận), sự chảy thường thường là thành lớp; Với Re lớn (Re > 2000), 
dòng chảy thường là cuộn xoáy. 

Hình 6 cho chúng ta một vài cỡ lớn của các giá trị có thể có của số 
REYNOLDS. 


Những cách giải thích khác nhau 
của số REYNOLDS 


Ta hãy làm rõ các khái niệm quan trọng về sự giải thích số REYNOLDS 
bằng cách chỉ xem xét một chất lưu không chịu nén, có khối lượng riêng 
p. độ nhớt rị đang chảy với vận tốc trung bình V xung quanh (hoặc trong) 
một vật cản có kích thước đặc trưng L (h.7). 


3.1. Những điều cần nhắc lại 
Ta nhớ lại rằng trong biểu thức của đạo hàm thco hạt (đạo hàm toàn phần): 
D 


ồ ,. — - 
—=—+(0. 9rad) 
D: ôï 5 
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ô tả số 
mô tả 
REYNOLDS Re 
sự biến đổi -20 
x 107” 
của vỏ trái đất 
sông băng l”" 
vi khuẩn trong nước 0` 
4 
tỉnh trùng trong I0 
tinh dịch 
hòn bị \g^2 
rơi trong mật ong 
cá trong bể kính 07 
người bơi trong nước 10" 
rắn trong nước I08 
chim ¡06 
cá lớn trong nước 10Ẻ 


H.6. Các ví dụ về 
ÑYNOLDS. 


Giá tr của số 


vận tốc của chất lỏng ở vô cùng, 
xa chỗ có nhiều loạn 


———"£—~—~——. 


- hà Thang g6 oi đi 


<< 


_— — 


H.7. Một chất lưu không chịu nén, 
có khối lượng riêng p và độ nhớt nỊ, 


đang cháy với vận tốc trung bình V 


xung quanh một vật cản có kích 


thuóc đặc trưng L. 


có hai số hạng : 


: độ biến thiên cục bộ của đại lượng 


« ö. prad : độ biến thiên đối lưu của đại lượng, nghĩa là độ biến thiên gắn 
với sự dịch chuyển của chất lỏng. 
Vậy nên, phương trình biến đổi tổng quát một chất lỏng nhớt, được cho 
bởi công thức sau: 
DZ_ - gradP 
¿ gì Guii 


A2, 
Di m p p 


cho phép thu được phương trình sau đây mà vận tốc ở là nghiệm : 


= vữ 7 0A<. _ prad P 
Cí p 


w ' 
p 


Phương trình biến đổi của vận tốc này được giải thích như sau : 


độ biến thiên cục bộ của vận tốc 


t3 độ biến thiên đối lưu của vận tốc 


lậ†r ((ö. paÙ]+|< TA? = lễ xà HH) 
Ôi p p 


độ biến thiên khuyếch tán của vận tốc si 


số hạng "phát động" 
Số REYNOLPS luôn luôn thu được bởi tỷ số của hai đại lượng đặc trưng: 
s một liên kết với sự đối lưu (ta sẽ cho nó chỉ số "e") ; 


® một liên kết với sự khuyếch tán (ta sẽ cho nó chỉ số "d"). 


3.2. Tỷ số giữa hai suất truyền động lượng 


3.2.1. Truyền động lượng bằng đối lưu 

Khối lượng dm đi qua diện tích d§ trong thời gian dí (ñ.8a) bằng 
đm = p ø dŠ đi, Động lượng riêng bằng zø„ như vậy đã có một sự truyền 
động lượng bằng đối lưu. 


Suất truyền động lượng bằng đối lưu băng : vất suất truyền 
++————~; động lượng 
d?„ = pu”dSdr : bằng đối lưu d7, 


3.2.2. Truyền động lượng bằng khuyếch tán 

Hãy nhớ rằng trong một dòng chảy của chất lỏng nhớt có tồn tại một ứng 
lực bể mặt tiếp tuyến giữa hai lớp chất lỏng tiếp xúc nếu vận tốc tương 
đối giữa hai lớp này khác không. Đối với chất lỏng không chịu nén, lực Iy,§ạ, sự truyền động lượng bằng đối 
này có dạng : lưu. Khối lượng dm đi qua dŠ trong 
thời gian dt bằng : 


= ° TÌ gu =. 
dFƑ =dữ; =— llgprad lldS¿.. 
MẾx p grad(pøy ) Đt đi = D„ đt = podSdt 


164. 


Hệ thức này được giải thích như một sự truyền động lượng bằng khuếch tán 
qua diện tích d$ (8b) (x. chương 5). Suất truyền động lượng bằng khuyếch 
tán qua điện tích dŠ trong thời gian dt cho bởi đa = d/evdr, hay : 


dpạ =-ÈlIprad(bø, )lIdSdï. 
p 


Hệ thức này cho phép (bằng cách đánh giá cỡ lớn của đại lượng 


lI grad(pu) lI là lượng mà ) viết biểu thức sau : 


Suất truyền động lượng bằng khuyếch tán là : 


dỡa = 1P” qsay =1? qSá, 
pD È L 
3.2.3. Số REYNOLDS 
Số Reynolds được xác định bởi : 
lật truyền động lượng 


bằng đối lưu | pc _ (00ˆ) _ pLø 


?q k TỊ 
Ƒ; 


suất truyền động lượng} 
bằng khuyếch tán 


3.2.4. Giải thích. 


số REYNOLDS lớn 


số REYNOLDS nhỏ 
Re>l © pc > Pa 


Re<l © pạ > P 


ưu thế của sự truyền động lượng 


bằng đối lưu 


ưu thế của sự truyền động lượng 
bằng khuyếch tán 


3.3. Tỷ số giữa hai thời gian đặc trưng 
Để thấy rõ các thời gian đặc trưng gắn với sự đối lưu và sự khuyếch tán, 
ta hãy trở lại biểu thức đã đưa ra trước đây : 


sàn - Ẹ 


Xứ 
28h... ` 
<“ + (2.grad)ø~— LAöø = 
ỚT 


Cần nhớ rằng ta đang có dòng chảy của một chất lỏng không chịu nén (có 
khối lượng riêng p và độ nhớt ậ), với vận tốc ¿xung quanh một vật cản 
có kích thước đặc trưng L. 


3.3.1. Thời gian đặc trưng của sự vận chuyển động lượng 
bằng đối lưu 
Ta hãy so sánh các số hạng biến thiên cục bộ (“) và đối lưu 
Ỳ 
((.grad)”) của vận tốc. Nếu hai số hạng này "gần bằng nhau”, thì ta có 
thể xác định một thời gian đặc trưng 1, sao cho : 
Si cay nghĩa là tạ == 
te L U 


Chú ý rằng thời gian đặc trưng biểu thị thời gian cân để một hạt đi hết 
khoảng cách đặc trưng L. 
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suất truyền 
động lượng bằng 
khuếch tán đ7ạ 


grade,(y) 


y „(y + dy) 
y+dy dị 
lu _————...m...— 
> 
4 


H.8b. Sự truyền động lượng bằng 
khuếch tán : 


0(M) =0), và đổ, =nz_ d§d2, 


Thời gian đặc trưng r„ của sự vận chuyển động lượng bằng đối lưu 
bằng t„ = ch 
U 
3.3.2. Thời gian đặc trưng của sự vận chuyển động lượng 
bằng khuếch tán 


Ta hãy so sánh các số hạng biến thiên cục bộ lm) và khuếch tán 
Ớt 


[3a] của vận tốc. Nếu hai số hạng này "gần bằng nhau” thì ta có thể 


p 
xác định một thời gian đặc trưng tạ sao cho : 


1Ý D- 
Rg. PP 
2 
L 
nghĩa là Tạ . 
T 


(thời gian đặc trưng này tồn tại trong mọi hiện tượng khuyếch tán; x. 
Nhiệt động lực học, H—prépa, năm thứ nhất và năm thứ hai). 

Thời gian đặc trưng tạ của sự vận chuyển động lượng bằng khuyếch 

2 

§ L 

tán bằng + = 

Hị 


3.3.3. Số REYNOLDS 
Số REYNOLDS có thể còn được xác định bởi một tỷ số : 


động lượng bằng khuyếch tán TỊ 


thời gian đặc trưng của ' 1ẹ : L : 
sự vận chuyển động lượng bằng đối lưu ụ 


- : Ẵ ll 
thời gian đặc trưng của sự vận chuyển ND 
R 1q DLU 


3.3.4. Giải thích 


số REYNOLDS nhỏ số REYNOLDS lớn 
Re< | © tạ <t, Re>l © tc <tụ 


thời gian đặc trưng của sự vận | thời gian đặc trưng của sự vận 
chuyển động lượng bằng khuyếch | chuyển động lượng bằng đối lưu 
tán rất ngắn, đó sẽ là các hiện | rất ngắn, đó sẽ là các hiện tượng 
tượng chiếm ưu thế: chiếm ưu thế: 


sự khuếch tán chiếm ưu thế sự đối lưu chiếm ưu thế 


° Với số REYNOLDS lớn, sự vận chuyển động lượng bằng đối lưu mạnh 
hơn là bằng khuếch tán; điều đó có nghĩa là thời gian đặc trưng gắn với 
sự vận chuyển bằng đối lưu ngắn hơn là bằng khuếch tán. 

* Với số REYNOLDS nhỏ, sự vận chuyển động lượng bằng khuếch tán 
mạnh hơn là bằng đối lưu. Thời gian đặc trưng gắn với sự vận 
chuyển bằng khuếch tán ngắn hơn bằng đối lưu. 


u 
SÀN 


4 Các định luật đồng dạng 


4.1. Phương trình không thứ nguyên cục bộ 

đối với một chất lỏng không chịu nén 
Ta hãy xét dòng chảy của một chất lỏng không chịu nén xung quanh một 
vật cản. 
Đối với một dòng chảy đã cho, nghiệm của phương trình NAVIER - 
STOKES phụ thuộc vào : 
* các thông số đặc trưng của chất lỏng (p, r\); 
* các điều kiện giới hạn gán cho áp suất và vận tốc ; 
* các đặc trưng của vật cản (hình dạng và kích thước của vật). 
Vậy ta hãy tìm lại các thông số đã được xác định trước đây. 
Bằng một phép biến đổi tọa độ, ta có thể rút gọn được số các thông số 
độc lập. 
Ta hãy tưởng tượng có một chất lỏng không chịu nén, giả thiết vô cùng 
rộng; ở xa vật cần, chất lỏng có một vận tốc đều ø„ = ø„¿„ đã biết (ñ.9). 
Gọi L là một chiều dài đặc trưng của vật cản (ví dụ là đường kính đối với 
một quả câu). Các đơn vị "tự nhiên" của bài toán, đối với chiều dài là L, 
đối với vận tốc là z„., đối với thời gian là ->' và đối với áp suất là pøˆ 
(với nghĩa rộng của số hạng, và luôn luôn ký hiệu là P=P+ oøz như ở 


Chương 5). Ta hãy đặt : 


| x=wL x=y L x=zL 
Ni 1" ¬v2 

U=U Uy †=i— P=P?p¿? 
từ s 


Các tọa độ mới x, y/ z' và f' là các số không có thứ nguyên ; ta gọi chúng 
là các tọa độ thứ nguyên. 

Ta cũng sẽ ký hiệu grad,, rot', v.v..., là các toán tử vectơ được xác định 
trong hệ mới này, ví dụ như : 


— : A + 1 ^ 1 
St (PS _ ỐP` ôP'. 


x€y + ,„€y+—.€;. 
äx 3y  Ô Ô ` 
Với hệ biến số mới này, phương trình NAVIER-STOKES trở thành : 
2 " 2 
Uœ Dò U F U = 
= =—p—-grad(P)+nT=A'ử'. 
LDr b 2D 
: Bo SANG. S đÌA Đ Đ SP (EU Âu Đa 2à và 
Đặt Re= là số REYNOLDS của dòng chảy và nhờ vectơ cuộn xoáy 
TỊ 


: 1a Š cà sà 
@ '=—rot'({2'), khai triển há „ ta CÓ : 
2 D' 
` =Ê: xổ: dd 
—+2'A ø'+ grad'(P+—)=——A'ð' 
Ốr' 2 Re 
® Tính không chịu nén luôn luôn được diễn tả bởi div'2'=0. 
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vận tốc của chất lỏng ở vô cùng, 
xa chỗ có nhiễu loạn 


= 

— acc HƯU 
H.9. Một chất lóng có khối lượng 
riêng p và độ nhớt n\ đi tới một vật 
cán có kích thước đặc trưng L với 
vận tốc Dự. 


° Để khử áp suất, ta lấy rot của hai vế của đẳng thức trên. Bằng cách áp 
dụng các quy tắc tổng hợp các toán tử vectơ (x. chương 8), và dựa vào 
div'2'=0 „ ta thu được : 

— | lo 


v ` 
+rot(®'^2)=——A'œ'` ha =——A'œ +(@'.srad')/". 
ổt' ` Re k ðir'— Re khăn: 


4.2. Định luật đồng dạng với dòng chảy 
xung quanh một vật cản 

Trường vận tốc được xác định bởi : 

* các phương trình đạo hàm riêng : 


;h : M. 
“®” troL(G'Að))=——A*g' 
ôt' Re 


div'ø'=0 và G'=  roL (2): 


*® các điều kiện giới hạn : 
ø'=ởy ở vô cùng và ø'=0 ở trên vật cần. 

Trong các tọa độ không thứ nguyên, đối với một vật cản có hình dạng và định 
hướng đã biết, thì vận tốc không thứ nguyên ở' chỉ phụ thuộc vào một thông số 
- số REYNOLDS Re. Nếu ta thay đổi các kích thước của vật cần, hoặc nếu ta 
dùng một chất lỏng khác, nhưng giữ nguyên số Reynolds, thì các dòng chảy là 
đồng dạng, nghĩa là giống hệt nhau, sai kém một thừa số của thang đo. 

Cấu trúc của dòng chảy của một chất lỏng không chịu nén xung 
quanh một vật cản có hình dạng đã biết, chỉ phụ thuộc vào số 


REYNOLDS Re = ph : 


Các dòng chảy của hai chất lòng khác nhau xung quanh hai vật rắn có cùng 
hình dạng nhưng có các kích thước khác nhau là đông dạng với nhau, nếu có 


các số REYNOLDS bằng nhau. Khi đó vận tốc không thứ nguyên -— sẽcó 
œ0 

cùng giá trị tại những điểm tương ứng của hai dòng chảy. 

Đặc biệt, chế độ chảy (thành lớp hoặc cuộn xoáy), đối với một hình 

dạng đã cho, phụ thuộc vào giá trị của Re. 


Chú ý: 

*® Định nghĩa của số REYNOLDS có phân còn mập mờ. Thục vậy, đối với 
một vật rắn có hình dạng bất kỳ thì chỉ có cỡ lớn của chiều dài đặc trưng 
L là có ý nghĩa. Vì vậy, ta cân phải xác định rõ định nghĩa của L (Ví dụ : 
chiêu dài lớn nhất). 

* Tính đồng dạng chỉ được áp dụng khi vật rắn chìm hoàn toàn trong chất 
lỏng không chịu nén và không có giới hạn. Nếu vật rắn không chìm hoàn 
toàn, như một con tàu chẳng hạn, thì ta phải kể tới các sóng bê mặt, mà 
các sóng này lại không tuân theo cùng các định luật đồng dạng. Hơn nữa, 
nếu ta phải kể tới tính chịu nén (đó là trường hợp các dòng khí khi có vận 
tốc rất nhỏ so với vận tốc của âm), thì sự bằng nhau của các số 
REYNOLDS chua đủ để đảm bảo cho sự đông dạng. 

* Áp suất không thứ nguyên chỉ tham gia vào các phương trình bởi 
gradien của nó. Vậy, đó là các độ chênh lệch P{M)- PO) đối với một 
điểm mốc O, chúng có càng một giá trị cho mọi dòng chảy tương tự. 


2e 


⁄°ụ dụng 


Các hệ số thang đo cho một phép thử 
trên mô hình (maket) 
1) Có nhiều phép thử liên quan đến một chiếc 
tàu ngắm trong tương lại được thực hiện trên 
một mô hình với tỷ lệ lIŠ, nằm yên trong một bể 
ở đó có chay trì một dòng chảy không đối. 
Hãy xác định các hệ số thang đo cần áp dụng cho 
vận tốc, cho áp suất và cho các họp lục để chuyến 
các giá trị đo được trên mô hình vào thực tế. 
2) Ta tưởng tượng các phép) thứừ được thực hiện 
trong một ống thối không khí. Giả thiết không khí 
không chịu nén, hãy xác định vận tốc dòng chảy 
của không khí. Phương pháp này liêu có sử dụng 
được không ? Ta sẽ lấy đối với nước “Ì = 1,0.1076 
Ð 
về đối với không khí -Ì = I,5.10Ê. 
p 
1) Coi chiếc tàu ngầm chìm hoàn toàn trong nước, 
không chịu nén và giả thiết rằng sự bằng nhau của 
các số REYNOLDS đủ để đảm bảo tính đồng dạng. 
* Gọi ¿y =—ugẽ, là vận tốc của chiếc tàu ngầm 
thực. Trong hệ quy chiếu của tàu ngầm, điều này 
tương ứng với một dòng chảy sao cho z„ = “ụ. 
Để thu được cùng một số REYNOLDS thì dòng 
chảy trong bể phải có một vận tốc bằng 5g. 
Khi đó các dòng chảy tương tự nhau, và đối với 
mọi cặp điểm tương ứng : 


— mô hình 
tthực 7 5 


4.3. Các chế độ chảy 


4.3.1. Trường hợp đặc biệt của chế độ tuyến tính không đổi 
Ta hãy nghiên cứu trường các vận tốc, trong trường hợp một chế độ tuyến 
tính được giả thiết không đổi. 
Đối với các số REYNOLDS nhỏ, chỉ có các hiện tượng khuyếch tán tham 
gia (các hiện tượng đối lưu không đáng kể) và phương trình trở thành : 


@¿' 1 


Ør`— Re 


A'ø'= sradP'. 


° Đối với các biến thiên áp suất 
P-Rạ=(P'- R )puậ. Nếu trong hai trường 
hợp áp suất bằng #y ở độ cao 0, thì khi đó : 
Pmô hình — th 

25 
° Nếu ta khử được ảnh hưởng của trọng lực, 
P= Pvà áp suất có dư do dòng chảy tạo ra trên 
mô hình lớn gấp 25 lần. So với tàu ngầm thực, 
vận tốc được nhân lên với 5, và các khoảng cách 
được chia cho 5. Điều này kéo theo građien của 
các thành phần vận tốc được nhân với 25. Vì các 
phần tử diện tích trên mô hình nhỏ hơn 25 lân, 
nên tổng hợp của các lực nén và cắt, do vậy của 
lực nhớt, do dòng chảy tạo ra có cùng một giá trị 
trên một phần của mô hình và trên phần tương 
ứng của con tàu thực. 
2) Các số REYNOLDS bằng nhau nếu 


Pthực th = 


mô hình 

75 ~ 
Ví dụ nếu ;z„„.= 10 ms Ì khi đó „sp; =750 ms Ì 
lớn hơn vận tốc âm. Giả thuyết không khí không 
chịu nén như vậy là không thực tế và không thể có 
sự đồng dạng của các dòng chảy. 
Chủ ý : 
* Sự bằng nhau của các lực không liên quan đến 
thành phân "lực ARCHIMEDE” (do trọng lực) của 
tổng hợp các lực Héu. 
* Bể để thứ không thể hoàn toàn tái tạo lại được 
các điều kiện giới hạn của biến gần như vô hạn. 
Cho nên, các kết quả phải được hiệu chính, có 
tính đến sự có mặt của các thành bể. 


thục 


Ở chế độ không đối, các vận tốc không thứ nguyên tại mọi điểm, vì vậy 
được xác định bởi : 


Ũ 


roL(A'ø9= A'(roUø'9)=0 và div'(ø') =0 


¿y ở vô cùng, và Z'=0 trên vật cần. 


Do vậy, trường 7M) là duy nhất, không phụ thuộc vào số REYNOLDS. 
Trở lại các tọa độ ban đầu, ta viết : 


0(M) =„0'(M). 
Vì đối với mỗi điểm M, Z'M) là một vectơ không đổi nên ta có : 
Với số Reynolds nhỏ (Re <1), trong chế độ tuyến tính không đổi, 
vận tốc tại mọi điểm tỷ lệ với :;„. 
Chú ý rằng đối với các dòng chảy có số REYNOLDS rất nhỏ (Re <« I) thì 
thời pian không tham gia tường minh vào sự biến đổi của chất lỏng : chế 
độ chảy luôn luôn là gần như không đổi (x. chương 8). 


4.3.2. Sự không tuyến tính, các cuộn xoáy và hỗn độn 

Nếu trong một dòng chảy, số REYNOLDS Re lớn so với 1, ta phải tính đến 
các số hạng không tuyến tính. Các nghiệm không còn chồng chất lên nhau 
được nữa và sự phân bố các đường dòng biến đổi theo số REYNOLDS Re. 
Nghiên cứu định lượng một cuộn xoáy bằng cách giải phương trình 
NAVIER—STOKES là rất phức tạp. Ta xác định một cách đơn giản là sự tồn 
tại các số hạng không tuyến tính trong một phương trình vi phân đơn giản 
có thể gây ra các hiệu ứng pần giống như cuộn xoáy : 

*® với các nhiễu loạn nhỏ, ta thường có thể tuyến tính hóa phương trình vi 
phân để có các nghiệm có thể tạo lại được. 


Ví dụ : Một dao tử ít bị nhiễu loạn luôn luôn dao động xung quanh vị trí 
cân bằng của nó, bất kế các điều kiện ban đầu như thế nào. 


* nếu các nhiễu loạn lớn hơn, có thể tôn tại nhiều nghiệm bền. Các 
nghiệm này biến đổi xung quanh một hoặc nhiều "tâm hút". Một sự thay 
đổi rất nhỏ các điều kiện ban đầu hoặc các nhiễu loạn nhỏ bên ngoài có 
thể làm hệ mất thăng bằng và chuyển về một nghiệm hoàn toàn khác. 
Ví dụ : Một con lắc được lăng đi "rất mạnh" có thể dao động xung quanh 
vị frí 8 = 0 hay Ô = 2n, hay 9 = 4n,.. Tính chất không điều hòa của các 
dao động này có thể được thể hiện rõ nhờ vào hình ảnh pha (x.H- Prépa, 
Cơ học năm thứ nhất). Từ các điều kiện ban đầu lân cận, hệ có thể tiến về 
các chế độ bèn, nhưng khác hẳn. 


* nếu các nhiễu loạn rất lớn, ta không còn có thể dự đoán hệ sẽ biến đổi như 
thế nào nữa ; một sự thay đổi rất nhỏ các điều kiện ban đầu hay các thông 
số có thể dẫn tới các trạng thái hoàn toàn khác biệt : trạng thái hỗn loạn. 


Như vậy, ở một dòng chảy chất lỏng, có thể phân biệt được các pha khác 
nhau : khi tăng vận tốc (do đó tăng số REYNOLDS) của một dòng chảy, ta 
quan sát thấy các hiện tượng tương tự : 


» với Re rất nhỏ (điển hình là Re < 1), dòng chảy là thành lớp, gần như 
tuyến tính. Dòng chảy là bển, dường như không ảnh hưởng bởi các nhiễu 
loạn nhỏ. Đó là điều mà ta đã thấy ở §2.2. 

s nếu Re lớn dân (trong thực tế, giá trị phụ thuộc rất nhiều vào mặt cắt 
của vật cản hay hình dạng của ống), dòng chảy có thể có nhiều hình dáng 
tương đối bên. Những nhiễu loạn nhỏ làm cho dòng chây chuyển từ hình 
đáng này sang hình dáng khác. Đó là điều mà ta quan sát thấy khi mở dần 
dẫn một vòi nước ; có những cấu trúc hình học thay đổi xuất hiện trên tia 
nước, bắt đầu từ một lưu lượng nào đó. 
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s với những giá trị lớn hơn của Re, ta không còn có thể mô tả một cách đơn 
giản dòng chảy khi nó trở thành cuộn xoáy (rối). Sự lệch nhỏ nhất khỏi các 
điều kiện ban đầu và một chút nhiễu loạn cũng làm thay đổi hẳn lời giải. Sự 
biến đổi của một dòng chảy không thể dự đoán trước và dòng chảy trở 
thành ổn loạn. Sự cuộn xoáy thể hiện chủ yếu bởi sự không thể xảy ra một 
chế độ không đổi bên và bởi sự tổn tại thoáng qua các cấu trúc tuần hoàn 
(sự phân nhánh), cả về không gian lẫn về thời gian. Đó là điều mà ta cũng 
quan sát thấy khi mở hết cỡ một vòi nước với lưu lượng lớn (đường kính 
lớn) : dòng chảy dường như tức thời chuyển qua các trạng thái thoáng qua 
khác nhau ; ta không thể đoán trước được một chế độ chảy nào. 

Sự cuộn xoáy được gắn với đặc tính không tuyến tính của các phương 
trình của cơ học chất lỏng. Nó xuất hiện với các số Reynolds cao, và 
đặc trưng cho một dòng chảy hỗn loạn và phụ thuộc thời gian. 


B Dòng chảy xung quanh một vật cản 


5.1.1. Lực cản chính diện, hệ số cản chính diện 
Theo định nghĩa, tực cán chính điện là thành phần song song với ø của 
tổng hợp các lực do dòng chảy của chất lỏng tạo ra. Chúng ta đã gặp lực 
này khi gọi nó là lực ma sát. 
Lực này không tính đến các tác dụng của trọng lực. Ta hãy khử lực này 
khỏi các phương trình : điều đó làm cho P và P trùng nhau. 
Hệ số cân chính Cx của một vật rắn là một số không thứ nguyên được xác 
định bởi : 
Eủ =C | 2 hĩa là -— cận chính 
cân chính E CX 2; p+G5 nghĩa là Cx = TC TT—, 
5 pư2Š 


Tiết diện cản Š (maitre-couple) là diện tích của mặt thu được bằng cách 
"chiếu" vật rắn trên một mặt phẳng vuông góc với dòng chảy (10) 

Đối với một vật cần có kích thước vô hạn thì các đại lượng trên được xác 
định theo đơn vị dài. 

Ta hãy xác định xem, đối với một vật cản có hình dạng và định hướng đã - 
biết, lực cản chính biến đổi như thế nào theo hàm của các thông số p, Tị, 


: ; mm... trường vận tốc đều ¿:„ 
2„ Và L (kích thước của vật cản). R : 


Đối với một vật cản có hình dạng và định hướng đã cho thì hệ số cần 
chính Cx chỉ phụ thuộc vào số REYNOLDS Re : 

Cx = ƒ(Re). 
Kết quả này chỉ thu được duy nhất bằng cách phân tích thứ nguyên (x. 
§10), và nghiệm lại mọi hệ quả của nó hoặc bởi các quan sát thực nghiệm. 


4 


H.10. Hệ số cán chính Cx là một số 
không thứ nguyên xác định bởi - 


Hết diện cần 4 ~- 


Ta hãy thử nghiên cứu các dòng chảy khác nhau tồn tại xung quanh một 
quả câu, bằng cách nghiên cứu các dữ kiện thực nghiệm liên quan tới 


M Ï M2 
tàbichủy tệ Fạn cung = Ct— pU2S. 
đòng chảy này. cán chính  CX~ P2. 


5.1.2. Sự biến đổi theo thực nghiệm của Cx(Re) 
đối với một quả cầu nhắn 
Đường cong trên h.|I ghi lại sự biến đổi (theo thí nghiệm) của hệ số cản 


p2u„ 


chính Cx theo Re = đối với một quả cầu bán kính 8. 


I0) | Re, | H 


047] ¡ |0,4 


H.12. Mội vài giá trị của hệ số cản chính Cx đối với một quả cầu nhẫn theo hàm 
p2RU„ 


Các giá trị bằng số đặc biệt chỉ rõ trên bảng 12. 


I02 | 103 | tot 
II | 047 | 043 


0.I 
245 


Ị 10 
28 4.4 


| Re 
Cx 


cúa le = 


Ta thấy xuất hiện trên đường cong này bốn miền đặc trưng 
s® Miễn I: Re nhỏ 
Hệ số cần chính tỷ lệ nghịch với Re: 
€x= cánh 
Re 
® Miền 2: miễn trung gian. 
Ta có thể tính gần đúng Cx theo công thức ABRAHAM : 


2 
a 
Cx=All+—— 
l &) 


với ø= 9,06 và A4” = 24. 

« Miễn 3: 10 <Re< Re. ~ 5.10”. 

Hệ số Cx gần như không đổi. 

* Miền 4: 

Có một sự "chuyển dịch" tương ứng với một số REYNOLDS tới hạn Re.. 
mà Cx giảm đột ngột. Sau đó luôn không đổi. 

Ta hãy chú ý đến các miền I và 3. 


M Miễn 1 (Re <1) : lực cản chính diện ở chế độ tuyến tính không đổi 
¿ $ 24 : L 
Hệ số cản chính Cx gần bằng — với Re =3.vÀ =2, 
Re T 
Ta hãy tính lực cản chính diện Ƒ-: 
,và 9= ®Ÿ, tức là: 


2 
F¿=CxP ®S, với C=24—` 
3 p2Fu¿„ 
n 


2 

h, =24 pc 

p2Ru„ 2 

Như dự đoán (a priorl) chế độ tuyến tính là một sự gần đúng tốt đối với 

Re «<1. Trong thực tế, đối với phân lớn các hình dạng vật cản, sự gần 
đúng trên vẫn có thể chấp nhận được đối với Re < l. 


xi” = ỐrT Ru¿„ 


miền ! , miền 2 , miền 3_, miền 4 
100 


Re, ~ 5,10% 


H 
1 
h 


0 


đ h H h 
0,1 1 T0 102 102 102 105 1% Re 


H.11. #2 số cản chính Cx(Re) đối 
với một quá cầu nhân. 


NẮ 
` 


*2; 


Biểu thức của lực cản chính diện này đối với một quả cầu với số 
REYNOLDS thấp (Re < l) #4 =ớmnK‹„, tạo thành công thức STOKES. 
Trong nước (nx10 PHI), ta có thể áp dụng công thức STOKES cho một 


quả cầu đường kính 0,Imm dịch chuyển với vận tốc 1 mm.s” (Re =0,]) 


Với một quả cầu đường kính Icm dịch chuyển với vận tốc Iem.s” trong 
nước, Re = 100: ta không thể áp dụng được công thức STOKES. Nếu dịch 
chuyển này xảy ra trong một chất lông nhớt hơn như dầu, với nó rị z I, 
Re ~0,[ thì công thức có thể áp dụng được. 
Công thức trên đã được chứng minh (x. bài tập 6, chương S). 
Chú ý: 
* Lực cản chính diện chỉ tí lệ với vận tốc dòng chảy nếu chỉ có một mình 
vật cản trong một chất lỏng có quy mô vô hạn. Sự có mặt của thành ngăn, 
hoặc của các vật cản khác, sẽ làm cho bài toán phúc tạp hơn (x. §8). 
*® Với mọi dòng chảy có số REYNOLDS nhỏ xung quanh một vật cản bất kỳ 
có kích thước hữu hạn, hệ số cản chính tỷ lệ nghịch với Re. Vì vậy ta có 
thể chúng mình rằng lục cản chính diện có dạng tổng quái sau (tiết diện 
cản Š tỉ lệ với Tê }: 
ng K ' 

Cx = Re © Fiảnchính = Ấ w+E 
Các thừa số K và K' thường vào cỡ đơn vị ; chúng phụ thuộc vào hình 
dạng và vào sự định hướng của vật cản. Các thừa số này có thể được suy 
ra từ thí nghiệm hoặc tính được bằng một vài phép hình học đơn giản. 
Khi số REYNOLDS rất nhỏ (điển hình là Re < 1) thì dòng chảy xung 
quanh một vật cản là tuyến tính, và lực cản chính diện tỉ lệ với vận 
tốc dòng chảy. 
Với một quả cầu bán kính &, lực cản chính diện được tính bởi công 
thức STOKES : 


F tản chính = Gm Rư„. 


Miễn 3 q0 <Re< 10Ÿ) : lực cản chính trong chế độ cuộn xoáy 


Với những số REYNOLDS nằm trong khoảng từ 10” đến 10', Cx gần như 
không đổi. Trong phạm vi này, lực cản chính (hay lực ma sát) xấp xỉ tỷ lệ 
với bình phương của vận tốc. 


Đối với một quả cầu, giá trị của nó vào cỡ 0,5. Khi đó ta có thể viết 


F =kpuˆRˆ, 


: 7 
VỚI kx&— (zl]) 

4 
Có thể đạt được các giá trị nhỏ hơn đối với các mặt cắt "khí động lực 
học" : nhỏ hơn 0,2 đối với một chiếc ô tô. 


) Để luyện tập : BT1. 


Trường hợp giới hạn 
của chất lỏng lý tưởng 


6.1. Số REYNOLDS 


Đối với một chất lỏng lý tưởng, rị = 0, và như vậy Re bằng vô cùng. Nếu 
chúng ta ngoại suy một cách không thận trọng các kết quả trên thì một 
dòng chảy chất lỏng lý tưởng luôn luôn là cuộn xoáy. 

Nghịch lý này là do mô hình của chất lỏng lý tưởng không phải là một 
ngoại suy từ một chất lỏng thực có độ nhớt nhỏ. Vận tốc của một chất 
lỏng thực, ngay cả khi có độ nhớt rất nhỏ, cũng bằng không ở chỗ tiếp 
xúc với vật rắn, trong khi vận tốc một chất lỏng lý tưởng lại khác không 
và tiếp tuyến với bề mặt của vật rắn. 


6.2. Lớp giới hạn (tầng biên giới) 

Ở lân cận với một vật cản, các prôfin (mặt cắt) vận tốc sẽ rất khác nhau 
nếu ta xét mô hình của chất lỏng nhớt, tức chất lỏng thực (h.13). Trong 
khi với mô hình của chất lỏng lý tưởng, vận tốc là khác không thì đối với 
chất lỏng thực, nó lại bằng không. 

Trên /ñj 13, ta quan sát thấy hai miền rất khác nhau : 

* miễn |: với y< ö, hai prôlin rất khác nhau ; 

* miên 2: với y > ồ, hai prôlïn gần như giống nhau. 

Có một sự chuyển tiếp nằm cách vật cản một khoảng cách õ : ta vừa mới 
được thấy rõ /ớ? giới hạn, tương ứng với miền trong đó các prôfin vận tốc 
là rất khác nhau. 

Đại lượng ð (giới hạn” trên của lớp giới hạn) thường được gọt là bè dày của 
lớp giới hẹn. Bề dày này có thể thay đổi dọc theo một prôfin: như vậy ta có 
thể có tình huống sau với một vật cản (.14), nó có thể biểu diễn một phần 
của prôlïn các vận tốc như prôlïn này có ở gần một điểm dừng (h. l5). 

Lớp giới hạn đó là một lớp giới hạn thành lớp. Một lớp giới hạn thành lớp 
có thể trở thành cuộn xoáy; trong trường hợp này, prôfïn các vận tốc có 
hình dáng biểu diễn trên hình 16. 

Ta hãy trở lại (L7) hai miền xuất hiện trên hình 13. 

s Miền 1 

Trong miền I, tương ứng với trường hợp thực, ta có thể viết ¿= 0(y)£y : 
vận tốc biến thiên nhanh theo y, nhưng biến thiên ít theo x (nhớ rằng các 
kích thước rất dãn theo y!). Các lực nhớt, do đó các sự truyền động lượng 
bằng khuếch tán, sẽ chiếm ưu thế. 


s Miễn 2 

Trong miễn này, ta có thể viết ở = z„ẻ, : vận tốc biến thiên rất ít theo các 
đại lượng không gian. 

Đôi khi cũng có lợi nếu mô hình hóa prôlïin vận tốc bằng một định luật 
tuyến tính hay parabôlic hoặc theo hàm mũ (h.18). 

Trong phương trình cục bộ của động lực học, độ nhớt tham dự vào số 


HP HÀ) 
} 


hạng (phương trình không thứ nguyên). 


e 


174 


miền 2 


H.13. Sự khác nhàm rõ rệt giữa hai 
prôöfin vận tốc (chú ý: các kích thuốc 
đài tăng mạnh theo Y). (4): prófin sẽ 
có vói một chất lóng lý tung; (b}) 


prôfin thực. 


“giới hạn” trên 
của lớp giới hạn 


đường 
dòng 


H.14. Mộ! lớp giới hạn không nhất 
thiết là không dối. 


lớp giới hạn 
H.15. Để thấy rõ lớp giói hạn lân 
cận một điểm dũng, 


lớp giới hạn -—- 


cuộn xoáy phụ : 
H.l6. Lớ› giới hạn thành lớp trớ 
thành CHỘN XoáY - các xoáy nước 
phụ được tạo thành trong một miễn 
mà bề dày có thế tăng lên hay giám 
dị. Ở đây, ta thấy xuất hiện một sự 
bút khỏi lớp giới hạn thành lớp. 


Phờ đo 


miễn 2, ở đây vận tốc 
biến thiên ít theo các 
đại lượng không gian miễn 2 


miễn 1, ở đây 
vận tốc biến thiên 
nhiều theo y 


miễn l 


vật cần vật cản § 
H.17. Vận tốc cúa chất lỏng trong miền | có dạng — H.18. Vận tốc của chất lóng trong miền l có thể mô hình 
Ö = U(y)#,, trong khi đó, nó có dạng D = U„ẻ, trong miễn 2. hóa bằng một prôfin tuyến tính (vectơ cuộn xoáy © đều) 
hay một prôfin parabôlic (vectơ © thay đổi tuyến tính theo 
y) hoặc theo hàm mũ. 


Một chất lỏng có độ nhớt nhỏ, do giá trị lớn của Re, có đặc tính như một 
chất lỏng lý tưởng khi laplaxien của vận tốc không quá lớn. Nhưng, ở lân 
cận vật cản, vận tốc chuyển rất đột ngột từ giá trị không sang một giá trị 


tt 


vào cỡ „.. Do đó, 


không còn bỏ qua được nữa. 
e 


6.3. Miền có hiệu lực của các dòng chảy thế 

Ở ngoài lớp giới hạn, ta có thể bỏ qua một số hạng nhớt, và mô hình của 
chất lỏng lý tưởng cho ta một sự gần đúng tốt. 

Trong các áp dụng hoặc các bài tập, ta đã nhiều lần liên tiếp xét các dòng 
chảy /hế (hay không xoáy) của các chất lỏng lý tưởng. Để kiểm chứng 
tính chất có căn cứ của giả thuyết này, ta hãy nhớ lại phương trình biến 
đổi của vectơ cuộn xoáy : 


Dœ@' 1 -¡ na 
———=——A Gœ +(@ '.grad')2'. 
D'é Re bà ai, 


Ở ngoài lớp giới hạn, A'ö'~0 và Ta = (6`. grad)0" 
f 


Hệ thức trên có một hệ quả quan trọng : dòng chảy là không xoáy ở vô 
cùng nên vectơ cuộn xoáy vẫn gần bằng không dọc theo mọi đường dòng 
không đi qua lớp giới hạn. Nói chung, ta có thể coi dòng chảy là dòng 
chảy thế ở bên ngoài lớp giới hạn và dòng rẽ xoáy tạo ra, ở cuối vật cản, 
bởi các đường dòng đã đi qua lớp giới hạn. 

Dòng chảy của một chất lỏng có độ nhớt yếu xung quanh một vật rắn 
gần như một dòng chảy lý tưởng, trừ ra một miền nằm lân cận vật 
rắn, gọi là /ớp giới hạn. Các tác dụng của độ nhớt, và đặc biệt là sự 
tạo ra các cuộn xoáy, gần như được giới hạn ở lớp giới hạn này. 

Hãy nhớ rằng một lớp giới hạn, tùy thuộc số REYNOLDS, có thể là thành 
lớp hay cuộn xoáy (+x. $8). 


Bây giờ, ta hãy lưu ý đến lớp giới hạn thành lớp. 


6.4. Bề dày của một lớp giới hạn thành lớp 

Bằng cách xét thứ nguyên, ta có thể đánh giá cỡ lớn bê dày của lớp giới 
hạn khi nó có cấu tạo thành lớp. 

Ở chế độ không đổi, vận tốc là nghiệm của phương trình: 


Rerot'(@'A ø')= A'@", 


Hãy tưởng tượng, trên một lớp mỏng dày ö ' dọc theo một đơn vị dài của 

vật cần (trong các tọa độ không thứ nguyên, 19), vận tốc và vectơ 

cuộn xoáy có dạng: H.19. Thế hiện rõ các tọa độ không 
ö'=0(x,y)ếy và @'=@œ (x1, y)ể.. thứ nguyên. 

Các đạo hàm theo x' rất nhỏ so với các đạo hàm đối với y. A'œ"' là vào 


@ hủ v.. # . s2 * z .”? Lý ^ 
cỡ —— (ta có thể kiểm chứng lại, chẳng hạn, băng cách giả thiết một 
prôfin theo hàm mũ cho hàm số @ 'y')). Vận tốc đã vào cỡ đơn vị, nên 
@'Aø' là vào cỡ œ'£,. Theo phương (Óx), khoảng cách biến thiên điển 
hình của @'` bằng 1 nên: 

qœ) ` 


TM ượt boểi € _ ¬ 
TOL(@ A0 ')=———€; x0 'ớ.. 
&x' “ 


Bằng cách đưa các cỡ lớn trên vào phương trình đạo hàm riêng, ta thu 
| 


vRe 
Nếu ¿ là kích thước đặc trưng của vật cản thì kết quả trên tương ứng với 


L 
Š*= 


được Š'*~ 


Đối với một quả cầu bán kính Iem, chuyển động tịnh biến trong không 
khí 1 ~10` m2.sˆ! : bề dày của lớp giới hạn là vào cỡ vài phần mười 
p 


của milimét khi có vận tốc l1 m.s"}, 


⁄°ụ dụng 


Nghiên cứu hệ số cản chính Thay ö bằng giá trị gần đúng của nó, ta thu 
Bằng một lập luận theo thứ nguyên, ta hãy xác được: 
định xem hình dáng của định luật biến thiên của Œœ= K 
hệ số cản chính Cx sẽ như thế Hào, nếu trên toàn *) Re 
vật rắn có một lớp giới hạn thành lớp có bề dày : ` . 
nhỏ Š làn áo. i “ “ — "Định luật" này hầu như phù hợp với đường 


| `. cong của hình TI, khi Re nằm trong khoảng từ 
Lực cản chính diện có cỡ lớn của diện tích, nhân s0 đến 1000. Đối với các giá trị lớn hơn của 
với prađien của thành phần tiếp tuyến của vận tốc Re, xoáy rẽ dòng trở thành cuộn xoáy. Định 
luật này không còn tương ứng với các giá trị 


Sự ThỘy 2U 
Nghĩa là: Tận chính pKL HS _ thực nghiệm. 
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GV 
Lư: 


6.5. Sự biến đổi của áp suất trong một lớp giới 
hạn thành lớp 

Ta hãy quan tâm đến một lớp giới hạn thành lớp, dừng của chất lỏng 
không chịu nén. Hãy dùng các ký hiệu của hình 20. 

Dòng chảy ở ngoài lớp giới hạn đã được biết: không nhớt, và do vậy 
tuân theo lý thuyết về thế. Trong miễn này, vận tốc chỉ phụ thuộc vào x. 
Áp suất cũng đã biết hay có thể tính được theo định lý BERNOULLI (chất 
lỏng không chịu nén ở dòng chảy không đổi trong một miễn không có 
cuộn xoáy). 

Trong lớp giới hạn. vận tốc ở tuân theo phương trình bảo toàn khối lượng 


À , 


5t : : sz Gb . 
(div(2)= 0), và phương trình NAVIER-STOKES | với màn 0|; các cỡ lớn 
L Ct 
của những số hạng khác nhau xuất hiện trong các phương trình này, dẫn 
tới các kết quả sau (không chứng minh): 


Đối với một dòng chảy không chịu nén, dừng, có số REYNOLDS cao, 
xung quanh một vật cản có kích thước đặc trưng L: 


» tồn tại một lớp giới hạn, giả sử thành lớp, mà chiều dày õ sao cho 


* trong lớp giới hạn: 
— áp suất là không đổi theo y (vuông góc với thành): 

9P 

3y 
— độ biến thiên áp suất theo x (tiếp tuyến với thành) được tạo ra bởi 
dòng chảy không nhớt ở bên ngoài lớp giới hạn. 
Các kết quả này chứng thực cho các phép tính thực hiện với các dòng 
chảy lỏng lý tưởng, đặc biệt là các dòng chảy thế. 


Mô tả một vài dòng chảy 
xung quanh một vật cản 


Các đặc trưng của một dòng chảy xung quanh một vật cần đương nhiên là 
hàm số của số REYNOLDS Re. 

Một cách tổng quát, khi số REYNOLDS ngày càng tăng thì: 

* sau sự quan sát thấy một dòng chảy thành lớp, nhớt. 

*» một lớp giới hạn thành lớp phát triển. 

s đối với một số REYNOLIS cao (cỡ Re + L06 ), lớp này trở thành cuộn 
xoáy (giá trị tới hạn), khi đó gây ra một sự giảm quan trọng (có thể nói là 
bất liên tục hay một cú nhảy) của Cx. 


*® ở xa giá trị tới hạn này, Cx biến thiên ít. 


.=ẽ „.x 


H.20. Các biến số dàng để nghiên 
cứu áp suất trong lớp? giới hạn. Vật 
cản có một chiều dài đặc trưng L, 
với L%3>ö. 


7.1 Mô tả dòng chảy xung quanh một quả cầu 


Đối với một quả cầu bán kính #, hệ số cần chính diện Cx được xác định bởi: 


X 


„2 
P< Cn RẺ, 


và số REYNOLDS bằng: 

Ð2Rr„ 

Cu iên : 

Ta hãy nhớ lại hình đáng của sự biến đổi của hệ số cản chính diện Cv(Re) 
của một quả cầu nhẫn (h.2). 


Re= 


Ta có thể quan sát bằng thực nghiệm các dòng chảy sau. 

* Với các giá trị Re nhỏ hơn 1. dòng chảy là thành lớp và gần như tuyến 
tính. Các đường dòng có hình dáng biểu diễn trên hìuh 22. Cx tỷ lệ 
nghịch với Re. 

*® Với các giá trị của Re lớn hơn l (cỡ Re ~ 20). xuất hiện một cuộn xoáy 
hình xuyến, bên, ở phía sau quả cầu (23). Các kích thước của cuộn xoáy 
này tăng theo số REYNOLDS. 


® Với các số REYNOLDS vào cỡ 300 - 450, cuộn xoáy này kết thúc bằng 
sự chiếm lĩnh toàn bộ phần phía sau quả cầu (h.24). 

s Bắt đầu Re bằng gần 450. cuộn xoáy tách ra. có dạng một hình đỉnh ốc 
(h.25). Cuộn xoáy này do hệ quả của sự có mặt một lực ngang “quay tròn” 
tác dụng lên quả cầu . 

® Với Re ~ 1000, dòng chảy không còn đều đặn nữa: nó hình thành một 
xoáy rẽ dòng, miên rối và hỗn độn ở phía sau quả cầu (h. 26). 

* Nếu Re trở nên rất lớn, (Re >> 5.108). xoáy rẽ dòng piäm đáng kể. Các 
cuộn xoáy biến đổi một cách hỗn độn. Không còn có thể mô tả một cách 
đơn giản dòng chảy nữa. nó trở thành dòng chảy rối (h.27). Mặc dầu trước 
đây lớp giới hạn là thành lớp, nay nó chuyển thành rối. 

€x biến đổi nhanh ở lân cận một giá trị tới hạn của số REYNOLDS, tương 
ứng vói sự chuyển tiếp lớp giới hạn từ thành lớp sang rối. Điểm tách ra 
của lớp giới hạn thay đổi vị trí một cách đột ngột, mạnh; do vậy có một 
"cú nhảy” trong sự biến đổi của Cx (x. §8). 


_ 
eo 


me TRO NT 4K 
= + v2> 


Re ~ 300 Re~450 
H.24. Khi Re tăng, cuộn xoáy kết thúc — H.25. Cuộn xoáy hình xuyến trên tách 
bằng sự chiếm linh phần hạ lưu của — ra và có dạng đỉnh ốc. 
quả câu. 


H.26. Dòng cháy không còn đều đặn nữa. Lớp giới hạn là thành lớp, nhưng một 
miễn rối được phát triển ở phía sau quú cầu. Diểm cắt truọt của lớp giới hạn nằm 
ớ "phía trước ”. 


178 


Re 
_n 


0,12 T T T T, TY 
01 1 10102102102105109 


H.21. /H số cán chính diện Cx(Ñ©) 


đối với một quả cầu nhắn. 


Re<0,5 
H.22. Với một số ÑEYNOLDS nhỏ, 
dòng cháy là thành lớp và gân nh 
tuyến tính. 


Re~ 20 
H.23. Cuộn xoáy xuất hiện ở phía 
sau guá câu là hình xuyến. 


điểm tách ra của Re~i@ 


sự rẽ dòng 


bÂ 


7.2. Mô tả dòng chảy xung quanh 
một hình trụ vô hạn 


Đối với một vật cản có kích thước vô hạn, ta cần xác định lực cản chính diện 
và hệ số cản chính diện trên một đơn vị chiều dài. Như vậy đối với một hình 
trụ tròn bán kính , tức đường kính 2 = 2Ñ, Cx được xác định bởi 


2 
j.c Œœ*^p =€rpz2.R ; và Cv được tính bằng m Ì. 
= :  , vn pĐ¿„ 
Số REYNOLDS Re được xác định bởi Re =————. 
n 


Dáng điệu biến thiên của Ccv theo Re đối với một hình trụ. được biểu diễn 
trên hình 28a. 


Cx 
Re<S 
10 D 
| 
RE 
01 T—T—T————- T= 


I0} 10 10 10 1Œ 


H.28a. Biến thiên của hệ số cán chính 
diện đối với một trụ dài vô hạn theo số 
REYAOLDS. 


H.29. Đông cháy thành lớp và gần 
nh tuyến tính 


Re |[lo27 | 101! 1! | 10 102 | lo 


Cx | 400 60 II 3 


101 1 10 | si0Š | 106 | 107 
Ì 0,4 | 0,6 


123 | gián đoạn 


H.28b. Cv là hàm số của To đối với một hình trụ, nhãn, vô hạn. 


® Với các giá trị nhỏ của Re, vào cỡ đơn vị, dòng chảy là thành lớp và gàn 
như tuyến tính. Các đường dòng có hình đáng được biểu diễn trên ñì»h 29. Ta 
có một dòng chảy thành lớp, nhớt, không bị tách ra. 

* Với các giá trị của Re độ vài chục, ta thấy xuất hiện các cuộn xoáy bên, 
ở phía sau hình trụ (#.30). Dòng chảy luôn luôn đối xứng; có một sự bóc 
tách thành lớp đối xứng. 

® Với Re vào cỡ IO0, các cuộn xoáy "tách ra" khỏi hình trụ một cách tuần 
hoàn, trong khi các cuộn xoáy khác lại được hình thành. Dòng chảy là 
tuân hoàn, nhưng các đường dòng vẫn có thể đông nhất hóa được (/.3 1). 
Ta cụ thể hóa một đường cuộn xoáy xen kẽ nhau của BÉNARD-KARMAN. 


40 < Re< 150 à300 
F h Re~ 100 


- 


co 


¬— 


H.31. Đường cuộn xoáy xen kẽ nhau của BÉNARD— KARMAN, 
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điểm tách ra Re > 5.10 


của lớp giới hạn 
E 


7S 


Sự rẽ 
dòng 


H.27. Lớp giới hạn thành lớp trước 
đây trở thành rối : nó được tháo ra Ở 
"phía sau” quá câu. 


5S<Re<40 


H.30. Các cuộn xoáy bền xuất hiện ở 
phần sau trụ. Dòng cháy có dạng 
hình trụ. 


300 < Re< §5.10° 


H.32. Sự rách ra của lớp giới hạn 
thành lớp được thục hiện ngày càng 
ra pphía sau của hình trụ. 


* Với Re nằm giữa Re = 300 và Re ~5.107, sự bứt ra của lớp giới hạn 
luôn luôn được thực hiện bắt đầu từ một lớp giới hạn thành lớp. Các cuộn 
xoáy được tách ra khỏi hình trụ và trở thành rối (h.32). 

+ Với 5.10) <Re<5.I06 ,„ Sự bứt ra được thực hiện từ một lớp giới hạn 


2x," 


rối, ở đó có "cú nhảy" của Cx (h.33). 

* Ở xa giá trị này của Re > I0”, Cx giữ gần như không đổi (ñ.34). 

Chú ý rằng dòng chảy xung quanh một cánh máy bay, được coi như một 
hình trụ có chiều đài vô hạn, cũng có cùng những đặc tính trên (h.35). Sự 
bứt ra của lớp giới hạn thành lớp gây ra một sự giảm lực nâng. Sự tạo ra 
một lớp giới hạn rối (nhờ vào những chỗ gồ ghẻ nhỏ trên cánh) cho phép 
giảm bớt sự bứt ra này (x.§8). 


5.10? < Re < 5.0% 


Re > 5.105 


H.33. Lớp giới hạn trở thành rối. H.34. Có một xoáy rẽ dòng rối và hỗn 
độn ở phía sau hình trụ. 


Mở rộng: các dòng chảy có số 
REYNOLDS rất nhỏ và rất lớn 


8.1 Các dòng chảy có số REYNOLDS rất nhỏ. 


Khi số REYNOLDS nhỏ (Re < 2000), dòng chảy là thành lớp (và đĩ nhiên 
không rối) 

Có nhiều sự biến đổi với số REYNOLDS rất nhỏ (Re << 1) như chuyển 
động của một sông băng, sự biến hóa của tầng Trái Đất, sự dịch chuyển 
của các tinh trùng trong tính dịch,... 

Với số REYNOLDS rất nhỏ (Re << ]): 

* các lực nhớt chiếm ưu thế rõ ràng so với các lực quán tính nên người ta 
có thể bỏ qua lực này. 

* các sự biến đổi diễn ra rất chậm, nên cũng có thể bỏ qua các biến thiên 
nhất thời cục bộ của vận tốc. 

Vậy rrong các điều kiện này, các phương trình biến đổi không phụ thuộc 
vào thời gian: chúng bất biến đối với biến số này. 

Với số REYNOLDS rất nhỏ (Re << 1), các biến đổi của chất lông là 
thuần túy động học, được thực hiện với vận tốc nhỏ (thường là không 
đổi). Thời gian không tham dự vào, các biến đổi ở giới hạn của tính 
thuận nghịch : người ta nói đó là fíth thuận nghịch động học. 


0 


H.35. Sự biến đối của hệ số nâng 


theo góc tới F, =C, 


là hệ số nâng. 


2 
ĐUS „ 
2 


với C, 


4 vòng ~“ 


H.36. 7ínj thuận nghịch của các lực nhớt trong một dòng cháy có số REFNOLDS rất nhỏ (Re < 10”): 


a. Vị trí bạn đâu của giọt ; 
b. Sự tán ra của giọt sau bốn vòng quay chậm của hình trụ Đên trong. 


Ặ. Giọt gân như lấy lại hình dạng bạn đâu sau bốn vòng quay chậm theo chiều ngược lại của hình trụ ĐêH (rOH. 


Vậy các dòng chảy với số REYNOLDS rất nhỏ được quan sát với các hệ: 
® có kích thước nhỏ ; 
* (và/ hoặc) được đặt trong một chất lỏng có độ nhớt lớn. 


Ta hãy lấy các ví dụ khác nhau. 


8.1.1. Tính thuận nghịch động học của một dòng chảy 
có số REYNOLDS rất nhỏ 


Ta hãy hình dung thí nghiệm sau đây, được mô tả trên hình 36. Một giọt 
chất lỏng được nhuộm mầu (sirô) nằm trong một chất lỏng không màu có 
cùng tỉ trọng (plixêrin), và được đặt giữa hai hình trụ. 

Trên hình 36a, ta thấy giọt ở vị trí ban đầu. Ta thực hiện dòng chảy (do 
vậy có sự tản ra) của giọt (h.36b), bằng cách cho hình trụ trong quay 
khoảng bốn vòng chậm (một vòng trong IO giây) (hình trụ ngoài vẫn giữ 
cổ định); giọt gần như lấy lại hình dạng ban đầu (%.36c) sau bốn vòng 
quay chậm (cùng vận tốc) hình trụ trong theo chiều ngược lại. 

Tính thuận nghịch của sự biến đổi này (thuần tuý động học) là có thể, vì 
số REYNOLDS của dòng chảy này rất nhỏ. 


8.1.2. Các vận tốc giới hạn ở số REYNOLDS rất nhỏ 

Lấy hai hòn bi làm bằng cùng một chất (tỉ trọng giống nhau), nhưng các 
bán kính có tỉ lệ 2: đặt trong cùng một chất lỏng (glixêrin) có (tỷ trọng gần 
bằng song hơi nhỏ hơn, các hòn bị này nhanh chóng đạt tới một vận tốc 
rơi giới hạn trong một tỉ lệ 4, nghĩa là tỉ lệ với bình phương bán kính của 
chúng (h.37). Thực vậy, một hòn bị có bán kính R và khối lượng riêng 
pøg. đặt trong một chất lỏng có khối lượng riêng p¿- và có độ nhớt 1, 
chịu tác dụng của ba lực (h.38): 


4 
® trọng lực n” RÌpg& : 


Ị 
ì 


lỊ 
© 
Ị 
[ 
ị 


trước sau 
@®-- các bán kính 
Tmrr~~" trong tỉ lệ 2 


H.37. Trong một dịch chuyến ở số 
REYNOLDS thấp của một hòn bì 
trong một chất lóng có tỈ trọng tương 
đương, vận tốc rơi tỉ lệ với bình 
phương đường kính của Hó. 


:. 


3#R1(Ðạ~p)§ 


H.38. Khi đạt tới vận tốc giới hạn: 
4 
6x Rn = an # (Pa — Pr)8- 


: \ 4 $ xế 2 : ; Ÿ 
® lực đầy ARCHIMEDE “rã RẺprẽ. Vận tốc rất nhỏ cho phép ta sử dụng 
biểu thức này, mà bình thường chỉ đúng trong tĩnh học (hợp lực 
4 c Éng . gi F A trI5 
Là RỶ(ppg ~Ðzg)£ của hai lực trên "tạo ra” chuyển động) ; 


s® lực cản chuyển động (lực cần chính diện), do sự nhớt của chất lỏng tạo 
ta. Với số REYNOLIS rất nhỏ, lực này bằng -ớr R2. 

Như vậy, trong khi lực "tạo ra chuyển động" tỉ lệ với RỲ (h.39), thì vận 
tốc giới hạn (khi tổng của ba lực trên bằng không) tỉ lệ với R?, điều này 
khá phù hợp với thực nghiệm. 


8.1.3. Ảnh hưởng của thành ngăn 

Trong chuyển động rơi của mình, hòn bị sẽ chuyển động chậm đi nếu nó 
ở gần thành ngăn (”.40). Điều này được giải thích là các mạch chất lỏng 
có khuynh hướng “đi theo” hòn bị bị thành ngăn hãm lại. 

Hiệu ứng này có thể được thấy rõ khi quan sát sự lắng đọng của một tập 
hợp các hạt có tỉ trọng gần bằng t trọng của chất lỏng trong đó các hạt 
đang lắng: mặt có pradicn theo hạt lớn là không nằm ngang. 


8.1.4. Chuyển động rơi của một hình trụ 
Lấy hai hình trụ giống nhau (có cùng kích thước và cùng tỉ trọng) đặt vào 
trong ølixêrin có tỉ trọng gần bằng nhưng hơi nhỏ hơn. 
Hình trụ đặt thẳng đứng dịch chuyển nhanh hơn hình trụ đặt nằm ngang. 
Vận tốc dịch chuyển giới hạn song song với các đường sinh (z) bằng 
gấp đôi vận tốc giới hạn vuông góc với các đường sinh này (1.41 và 42). 
Nếu cũng hình trụ trên được đặt một cách bất kỳ, thì nó không chuyển 
động theo một đường thẳng đứng (1.43). Lực ("phát động”) f tạo ra 
chuyển động của hình trụ có thể phân tích thành hai lực Ƒ và #:: 
F=F+F|. 

Khi đó vận tốc được phân tích thành hai thành phần „ và ø, sao cho: 

Ủy = 20 và U¡ =ŒFI 


VỚI Ö = Ủy +ÕI $ 


các lực phát động giống nhau 
trong thí nghiệm trên 


} 
F=fF., , F 
` N suy 
- ả 
„=ữF. các vận tốc 
giới hạn 


; y= 2œ, 
Ỷ 


trước 


sau 


H.41. Ở số REYNOLDS rất nhỏ, vận tốc 


rơi giới hạn phụ thuộc vào hướng của 


H.42. Cúc vận tốc giới hạn khác nhau 
tuỳ theo chuyến động được thực hiện theo 
nó. Các vận tốc này nằm Irong tí lệ 2: phương vuông góc (L) hay song song 
Dự = 201. () với các đường sith của hình trụ: 


U„„ =2WEFfƒ và bị =ử. 
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R=2r h 
chiêu của lực `. 
bạn đầu vận tốc giới hạn 
tạo ra (x4) 


dịch chuyển 


` lực "phát động" 
(x8) 


H.39. 7rong khi lục “phát động tạo 
ra chuyến động” tỉ lệ với R , Ở SỐ 
REYNOLĐDS nhỏ thì vận tốc giới hạn tỉ 


xi xu 3 
lệ với RÑ”. 


hai quả cầu 
giông nhau 


thành ngăn 
cố định 


H.40. Trong chuyến động ở số 
REYNOLDS nhỏ của hai hòn bí trong 
một chất lòng có khối lượng riêng 
tương đương, thì hòn bì nào ở gân 


thành ngăn sẽ bị chậm đi. 


H.43. Lực (»hát động") P` có thể được 
phâm tích thành hai lực F„ và Pa : 


F=fFu+Fi. 


Chú ý: 

* Số REYNOLDS liên kết với chuyển động của các tỉnh tràng trong tính dịch 

là rất nhó, vào cỡ Re = 10ˆ*(h.44). Các tỉnh trùng sứ dụng tính chất ở trên 

để dịch chuyển. Trong thực tế chúng thực hiện một chuyển động xoáy. 

* Số REYNOLDS liên kết với chuyển động của một con rắn trong nước lại 
` ' z Š ý % 2 Z "- Z, š 

hoàn toàn khác: Re > 10`. Con rắm dùng lực quán tính để di chuyển, độ 

nhớt của chất lỏng trong đó con rấn dì chuyển có thể bỏ qua. 


8.1.5. Ống HELE-SHAW 


Một ống HELE-SHAW (45) được cấu tạo bởi hai tấm trong suốt 
(plexiglat) rất gần nhau: khoảng cách giữa hai tấm vào cỡ milimét. 

Ta có thể đặt vật cần giữa hai tấm đó; các vật cản này có kích thước 
ngang cỡ vài centimet, nhưng chiều cao của chúng bằng khoảng cách giữa 
hai tấm. 

Vận tốc chảy tạo ra cho chất lỏng giữa hai tấm rất nhỏ, cỡ mm.s Ì 

Ta hãy tính độ lớn của số REYNOLDS với nước: 


Ãt s3 nu 
nạ ĐẾt „ 1Ú 10) 10 7 — 


"n 103 


Như vậy số REYNOLIDS là nhỏ. 


Vậy, theo tiết diện, trường vận tốc có dạng parabôlic (dòng chảy 
POISEUILLE giữa hai mặt phẳng) (h.46). 

Ở chế độ không đổi, ta có thể cụ thể hóa các đường dòng của một dòng 
chảy bằng cách sử dụng phẩm màu, hoặc các sợi lanh tẩm dầu trong dầu 
vadơlin chẳng hạn. 

Lợi ích của một ống HELE-SHAW như sau: 

Đối với một vật cản đã cho, các đường dòng thu được ở số REYNOILDS 
nhỏ, trong ống HELE-SHAW giống như các đường dòng thu được bằng 
lý thuyết khi giả thiết chất lỏng là lý tưởng (nghĩa là không có độ 
nhớt), như vậy tương ứng với một dòng chảy có số REYNOLĐS bằng 
vô cùng! 


Đó là điều mà ta quan sát thấy trên hình 47. 


bề dày vào 
cỡ milimét 


vật cản 


trường 
vận tốc 


dòng chảy 


dòng chả ' ất lẻ 
8 chạy của chất lòng 


của chất lỏng 


H.Á4S. Ông HELE—SHAW được cấu tạo 
bởi hai tấm cách nhau khoáng Ì mm, 


H.46. /ình dáng của trường vận tốc 
của một chất lóng trong mỘt ống 
gu chúng có một chất lóng dịch — HELE—SHAW. 


Chuyến với "ân tốc nhó, cỡ mm.s”', 
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H.44. Số #EYNOLDS liên kết với 


chuyến động của các tỉnh trùng 


trong tỉnh dịch là vào cỡ lẰe = 103. 


H.4?. Dòng cháy xung quanh một 


hình trụ có bề dày nhỏ (mm) và vận 
tốc nhỏ (l mm.s”}) Đòng chảy 
được thế hiện rõ nhờ các sợi lạnh 
tấm dâu trong dầu vadolin. 


8.2. Các dòng chảy với số REYNOLDS rất lớn 


8.2.1. Các lưu ý 

Ta biết rằng, ở số REYNOLDS rất lớn, các dòng chảy là chảy rối: các sự 
chảy rối này tồn tại khi vận tốc lớn hơn một vận tốc giới hạn, quá nó, độ 
nhớt không còn đủ để điều hòa các chuyển động. 

Khi mà vận tốc di chuyển của một chiếc ôtô trong không khí lớn (máy 
bay, quả bóng gôn...) thì các sự chảy rối này xuất hiện. 

Các sự chảy rối có thể có hại bởi các chấn động mà chúng tạo ra, nhưng 
chúng cũng có những tác dụng lý thú: 

* sự chảy rối làm cho sự hỗn hợp nhiên liệu với không khí trong một động 
cơ tốt hơn. 

® sự chảy rối cho phép một vài máy bay bay nhanh hơn. 


8.2.2. Tại sao một quả bóng gôn lại không nhẫn ? 
Trong những điều kiện sử dụng bình thường, số REYNOLDS của một quả 
bóng gôn lớn hơn Re = I0. Các quả bóng gôn được làm móp méo đi sao 
cho sự chảy rối tăng lên để chúng bay được xa hơn. 
Vì vậy, trong cùng các điều kiện lăng quả bóng, thì quả bóng gôn có thể 
đạt tới khoảng cách 150m, còn với quả bóng nhẫn thì khoảng cách này sẽ 
chỉ là 100m (/.48). 
Sự không đều đặn cho phép thu được xung quanh quả cầu một lớp giới hạn 
rối (h.49), trong khi đó lớp này là thành lớp đối với một mặt nhãn (ñ.50). Khi 
lớp giới hạn thành rối thì lực cản chuyển động sẽ nhỏ đi (0.51). 
Ta có thể thấy rõ các sự chảy rối này bằng cách thêm vào trên một quả 
cầu nhẫn một vành tròn gồ ghê. 
Như vậy. đối với một dòng chảy đặc trưng bởi một số REYNOLDS đã cho 
(nhưng lớn: Re > I0”), thì các lớp giới hạn là rất khác nhau khi không có 
hoặc có vành gồ ghê này (1.52). 
Ta hãy khảo sát các biểu diễn bằng đồ thị của hình 52. 
® Trong trường hợp a) (quả cầu nhẫn) và b) (một sợi dây mảnh đã được 
đặt lên quả cầu nhẫn), các số REYNOLDS là giống nhau (Re=2.10)), 
nhưng các hệ số cản chính diện lại khác nhau: 

a) Cx = 0.4; b) €x = 0,I 
Điều này là do sự xuất hiện lớp giới hạn rối tạo ra bởi sự có mặt của sợi 
dây trong trường hợp b). 
® Trong trường hợp c), quả cầu là nhẫn, và Re = 4. I0. Trong những điều 
kiện này €x =0,]. 
® Điểm (I) tương ứng với sự bứt khỏi của lớp giới hạn thành lớp, và điểm 
(2) tương ứng với sự chuyển tiếp thành lớp-rối. 
* Điểm (3) tương ứng với một sự chuyển tiếp thành lớp-rối trong lớp giới 
hạn. 
® Miễn chỉ rõ bởi (4) tương ứng với sự bứt khỏi thành rối. 
* Trong khi một lớp giới hạn thành lớp tách rời khỏi một prôfin a) thì một 
lớp giới hạn rối lại có khuynh hướng bám vào prôfin hơn b), điều mà ta 
cũng quan sát thấy trên hình 53. Điều đó có tác dụng làm giảm hệ số cản 
chính diện Cx. 


quả bóng gôn 


quả bóng nhẫn 


ưZ TXx 
⁄ ` 
2222750 V N N 
N N 
100m 150m 


H.48. Trong cùng những điền kiện 
lăng bóng. quả bóng gôn (mój méo) 
báy xa hơn một quá bóng nhấn. 


đòng chảy xung quanh 


quả bóng gôn 


lớp giới hạn rối 
H.49. Xuue quanh một quá bóng gôn 
có một lớp giới hạn rối. 


lớp giới hạn Sa 


thành lớp 


H.5U. Xưng quanh một quá bóng 
nhằn có một lớp giới hạn thành lớp. 


4 hệ số cản chính diện Cx 


Phổ 
0,5 '38UC7EI E 
0,4 quả bóng 
034 \ ôn " 
021 cầu nhẫn l 
0,1 1 “ai 
TT T _: 
0 10Ề 109 Re 


H.51. Sự khác nhau giữa các hệ số 
cản chính diện Cx(Rc) của một quả 
bóng nhãn và của một quä bóng gôn 
trong chuyến 
RÑEYNOLDS lớn. 


mỘt động có số 


bỒ 
_ 


% Ø, 


kổ2 


Re=2.10` 


cầu nhẫn 


b dây mảnh đặt trên một cầu nhẫn Re=2.101 0.I 


e cầu nhẫn Re=410° 0.1 


9 Mở rộng: các chất lỏng phi NEWTON 


9.1. Đại cương 
Trong công nghiệp, thường người ta cần thực hiện: 


® các hỗn hợp hoặc các khuấy động liên tục một vài chất lỏng nào đó làm 
cho chúng đồng nhất: chẳng hạn, các chất lỏng này có thể là các dung 
dịch đại phân tử hoặc các pôlime nóng chảy, các chất tẩy hay các sản 
phẩm dâu, các chất lỏng sinh học hay các thực phẩm, thể lơ lửng của than 
hoặc quặng; 


* các lớp sơn hoặc các lớp trát, dễ trộn. dễ làm và đồng thời không được 
“chảy” khi trát lên tường, hoặc trong khi sấy khô. 


Ta biết rằng các hiện tượng xuất hiện trong các dòng chảy lỏng khác nhau 
ở trên (khi quay, khuấy hoặc trát) có liên quan trực tiếp với đặc tính của 
chúng (hay trạng thái nhớt), nghĩa là gắn với độ nhớt TỊ của chúng. 


Đối với một chất lỏng thực, độ nhớt (còn gọi là độ nhớt biểu kiến) rị là tỷ số: 


TÌ= 
Ÿ 


_ẻ. - sử GIẢ sezy `. Na dFƑ ` 
giữa ứng lực tiếp tuyến ơ đặt vào chất lỏng | nghĩa là ø = ED và 


građien vận tốc: 
ï = lIgrad ||. 


(đồng nhất với nghịch đảo của thời gian) được tạo ra khi có dòng chảy (h.54). 


b) 


H.53. 7rong khi lớp giới hạn rối (b) 
móc vào prôfin, thì lớp giới hạn 
thành lớp lại rời khỏi đó (a). 


diện tích dS vận tốc của 
chất lỏng 


ÿ = l|grad(2)I 


` các đường dòng 
H.54. Độ nhớt n của một chất lòng 
thực được xác định bởi hệ thức saM : 
ø =n, 


và ÿ = ll grad øll 


tới G = Ì— 
dS 


Đối với một chất lỏng thực, ứng lực ơ trên tính bằng N.m ˆ và do đó, độ 
nhớt r cũng vậy, là các hàm số của chất lồng, mà nhất là của građien vận 
tốc y (tính bằng xa: p{) và nd). 

Nếu độ nhớt rỊ này chỉ phụ thuộc vào bản chất của chất lỏng, cũng có 
thể là hàm của nhiệt độ 7 và áp suất P (q = Œ,P)) thì chất lỏng này 
được gọi là chất lỏng Newton; trong các trường hợp khác, chất lỏng 
là phi Newton (h.55). 


chất lỏng Newton chất lỏng phi Newton 


| độ nhớt 'n chỉ phụ thuộc vào bản chất | độ nhớt nị phụ thuộc: 
của chất lỏng (dầu) * vào bản chất của chất lỏng : 


* vào erađiên vận tốc ÿ tạo ra khi có 


đồng chảy. 


H.55. Xác định các đặc tính Newton và phí Newton của một chất lóng 

Như vậy. đối với một chất lỏng Newton, ứng lực tiếp tuyến ø biến thiên 
tuyến tính theo građiên vận tốc ? (1.56), nhưng cũng có thể có các đặc 
tính khác (h.57). 


ú ộ nhó ú › độ nhớt 1 
ứng lực độ nhớt . ứng mở : l 
tiếp tuyến tiếp L 
L _—> 
građien građien gradten građicn 
vận tốc y vận tốc vận tốc y vận tộc y 


H.56. Biến đổi của ứng suất tiếp tuyến và độ nhớt đối với — H.ST. Biến đối của ứng suất tế? tuyến và độ nhớt đối với 
một chất lỏng NeWwton. một chất lòng phí Newton, 
Ta hãy lấy ví dụ khác nhau về chất lỏng thực thường gặp. 
° Máu 
Mặc dầu platma là một chất lồng Newton, song sự có mặt của các hồng 
cầu làm cho máu không phải là một chất lỏng Newlton (nị phụ thuộc ÿ ). 
{Platma (chất lỏng Newton)} + {hồng cầu (hạt)} 

= {máu (chất lỏng phí Newton)]}. 

: f2) 

° Các chất lỏng có cấu trúc ứng lực ø (N.m ˆ) 


~ Dầu là một chất lỏng Newton, nhưng huyền phù cấu tạo bởi lòng đồ 50 
trứng và dầu (nước xốt mayone) lại là một chất lỏng phi Newton. 


— Không khí và lòng trắng trứng là chất lỏng Newton, nhưng chất bọt thu 
được khi đánh bông lòng trắng trứng (tuyết trứng) lại không phải là một 
chất lỏng Newlon. 


cần một ứng lực lớn 
(khác không) để tạo ra 
một ørađien vận tốc 
(có đặc tính dẻo) 
D Ki 


gradien vận tốc ÿ(s””) 


Đối với một lớp trát hơi dày để chống thấm ở mặt trước nhà và một lớp sơn ì 
mịn bóng, ta có sự thay đổi sau đây của ứng lực ơ, ở građiên vận tốc ÿ thấp: ` kiònu XU Keo 7 nh Rẻ 

v.v theo gradien vận tốc ÿ đối vớt việc 
— ứng lực hữu hạn ở građiên vận tốc bằng không (ứng lực tạo hình) của lớp 


„ = trát chống thấm hoi dày, lúc một 
trát (i58) là đủ lớn để đạt được một lớp “dày” 


ở mặt trước (có thể nhờ một đông cháy có građien vận tốc thấp. 
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trục lăn lỗ chỗ), dầy tới 0,5 kẹg.m ” 

~ ứng lực ở prađien vận tốc thấp của lớp sơn mịn bóng (#59) là nhỏ để có 
thé đạt tới lớp sơn dày 0.1 kg.m ” : 

Ở nhiều chất lỏng phi Newton tương đối quen thuộc có một ngưỡng chảy: 
đó là trường hợp kem đánh răng. bơ hoặc các bột nhão khác. Để thấy rõ 
đặc tính này, ta có thể làm theo cách sau. Ta lấy một thiết bị gồm hai khối 
trụ: trụ dưới có đục một lỗ. và ta có thể đặt các gia trọng lên trục trên 
chuyển động được (.60). Trong khi dâu chảy ngay mà không cần trụ trên 
thì ta lại phải thêm các gia trọng thì dòng chảy của kem đánh răng mới 
bắt đầu xảy ra; ta cũng nhớ rằng cần một ứng lực tối thiểu thì thuốc đánh 
răng mới ra khỏi ốnp!. 


ˆ “ 2 Z ^ˆ z 

9.2. Nguyên tắc của phép đo độ nhớt 
Phép đo độ nhớt được thực hiện nhờ một lưu đàn kế. Mội số lớn các lưu 
đàn kế đã xuất hiện; chúng thường dựa trên nguyên tắc có một trung tâm 
quay được (có thể là các đĩa. các hình chóp. hình trụ. hình cầu hoặc các 
cánh), còn các cốt bên ngoài được giữ cố định. 
Quay lưu đàn kế, nghĩa là tạo ra một sự cắt, do đó một erađicn vận tốc đã 
biết (và do vậy đọc được). Các nỗ lực cần thiết để tạo ra sự quay này cho 
phép đọc được độ nhớt trên mặt hiện số trực tiếp hoặc trên các bảng tra. 
Do vậy trên nhiều thang thập tiến gradicn vận tốc phải có khả năng thay đổi 
trong một thang có độ rộng đi từ ÿ > 10s”! tới ý< L0” s”!, Chỉ có một 
lưu đàn kế thì sẽ không thể phủ được toàn bộ các miễn khác nhau này. 
Ta hãy lấy trường hợp của sơn. Tùy theo miền cần tạo ra sơn huyển phù, 

: Ấn ca : _ _. _.- NA = 
građicn vận tốc y có thể thay đổi từ I0 ˆ s tới 10) g! (h.61). Trong 
quá trình có các pha khác nhau này, người ta cần phải biết độ nhớt biểu 
kiến của sơn. 
Người ta có thể đặc trưng cho các chất lỏng trên bằng các mô hình đặc 
rính Khác nhau; các mô hình này rất có ích để biết trước được (chẳng 
hạn) cỡ lớn của công suất sẽ đưa vào quá trình khuấy hoặc trộn các chất 
lỏng này. 
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H.61. Cở lớn của gradien vận tốc khi qua các pha khác nhau của sơn huyền phù. 
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H.59. S%ự biến thiên của ứng lực G 
theo gradien vận tốc ÿ_ đối với việc 


sơn bóng mịn, lúc dòng cháy có 
gradien vận tốc thái. 


kem đánh răng ¬ 

(chất lỏng phi \ 
newton) : 

\ gia trọng 


dầu (chất lỏng 
ị Newton) 
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hình trụ 


H.6U. Trong khi dâu (chất lóng 
NewtoH) cháy đưới tác dụng của 
chính trọng lượng của nó, thì trong 
trường họp kem đảnh răng (chất 
lông phí Newton) lại cần phái thêm 
các gia trọng, dòng chảy mới bắt 
đâu xảy ra. 


9.3. Các mô hình đặc tính của một chất lỏng 
đang chảy 


Bảng (0.62) trình bày các mô hình có đặc tính khác nhau. 


chất lỏng 


“các mô hình được nghiên cứu 
trong phạm. vì chương trình 


mô hình chất lông lí tưởng | 


chất lỏng NEWTON : ¡ : chất lỏng phi NEWTON : 
mị chỉ phụ thuộc chất lỏng n phụ thuộc vào chất lỏng và 


vào dòng chảy được tạo ra 


chất lỏng có đặc tính chất lỗng nhớt đàn hồi 
nhớt thuần túy 
đặc tính đặc tính 
phụ thuộc thời gian độc lập với thới gian 


Su HE chất lồng chất lỏng giả dẻo chất lồng nở dẻo 
sút biến lưu đàn 


H.62. Các mô hình đặc tính khác nhau của một chất lòng. 


Trong khuôn khổ của chương trình, sự nghiên cứu của chúng ta giới hạn ở 
(các ô màu xám): 

® mô hình của chất lỏng lý tưởng (nghĩa là mô hình chất lỏng không nhớt); 

° mô hình chất lỏng thực mà với nó độ nhớt | là không đổi, với mọi loại 
dòng chảy tạo ra cho chất lỗng này, nghĩa là cho các chất lỏng Newion. 
Ta hãy khảo sát các đặc tính có thể có khác. 

Các chất lỏng nhớt đàn hồi, vừa biểu thị đặc tính nhớt và vừa biểu thị 
đặc tính đàn hồi (ta có thể gán cho chất lỏng này mội thời gian đặc trưng 


KAU) 


1, ); đặc tính tổng thể của chúng nói chung phụ thuộc vào "lịch sử" của 


TØ, 


chúng, nghĩa là vào các ứng suất mà chúng đã chịu trước đó. Trong đa số 
các quá trình công nghiệp các biến đổi của các sản phẩm này là đủ chậm 
”SO VỚI T7 để chỉ đặc tính nhới của chúng có tác động vào quá trình. 
Nhiều vật liệu có cấu trúc đễ bị ảnh hưởng khi cắt vật liệu: vận tốc để 
vật liệu sắp xếp lại (thường là chậm) làm thay đổi tính nhớt, do vậy độ 
nhớt phụ thuộc vào thời gian. 

s Trong đa số các trường hợp, tính nhớt giảm với thời gian tác dụng của 
lực cắt hay ứng lực không đổi: khi đó chất lỏng được gọi là chất lỏng sút 
biến (thixotrope). Hiện tượng sút biến là một hiện tượng thuận nghịch 
(hay nghịch đảo) và chất lỏng lấy lại trạng thái ban đâu của nó sau "một 
thời gian nào đó". Đặc tính này là rất quan trọng (và nên làm), chẳng hạn 
trong quá trình quét sơn cho một giá đỡ. 

* Khi trong thời gian tác dụng mà tính nhớt tăng theo ứng lực (trường hợp 
hiếm hơn), thì chất lỏng này có đặc tính phản sút biến, cũng được gọi là 
tính lưu đàn (théopecte). 

â Khi tính nhớt độc lập với thời gian: 

» thường gặp hơn cả là tính nhớt của các chất lỏng này giảm khi građien 
vận tốc tác dụng tăng: chúng được gọi là chất lỏng giả dẻo hay chất lỏng 
lưu đàn (rhéofluidisant) (đa số nghiên cứu đã được thực hiện trên các 
chất lỏng này); 

» trong trường hợp ngược lại (tình trạng rất ít thấy) các chất lỏng này 
được gọi là chất lỏng nở. 


Nhiều chất lỏng có đặc tính dẻo, nghĩa là có một ngưỡng ứng suất Go 
(gọi là ứng lực dẻo) mà dưới giá trị đó građien vận tốc bằng không. Các vật 
liệu này có một vẻ nhão, gần giống vẻ của sản phẩm không thấm mặt trước 
(h.58). Khi ứng suất đàn hồi trở nên nhỏ, thì sản phẩm gần như là giả dẻo. 


9.4. Chất lỏng giả dẻo 
Nhiều nghiên cứu đã được thực hiện trên các chất lỏng rất thường gặp 
này; có nhiều sự mô hình hóa toán học đặc tính của chúng, mà một định 
luật đơn giản (định luật hàm mũ của OSTWALD, 1926) có biểu thức: 

DI - 0 
trong đó K là một hằng số chỉ phụ thuộc vào chất lỏng; ø thường được gọi 
là chỉ số của đặc tính: đối với chất lỏng giả dẻo,  < 1 (đối với một chất 
lỏng nở, z >l). Như vậy, đối với việc sơn mịn bóng, các biến đổi của ứng 
suất ơ(Nm  ”) và độ nhớt rị biến thiên theo định luật được chỉ rõ trên 
h.63 và 64. Đối với việc trát một lớp không thấm hơi dày lại không phải 
như vậy (h.65 và 66). Mô hình này được sử dụng rất rộng rãi để nghiên 
cứu các chất lỏng giả dẻo có để lộ một thiếu sót là đã giả thiết độ nhớt 
tiến tới vô cùng khi građien vận tốc trở nên rất nhỏ. Kết quả này mâu 
thuẫn với thực nghiệm, vì đối với các chất lỏng này, độ nhớt luôn luôn 
tiến tới giới hạn hữu hạn đối với một vận tốc cắt bằng không. 
Bằng thực nghiệm người ta thấy, độ nhới thường biến thiên (1.67) giữa 
hai giới hạn nịo và nị„ ; khi đó, có nhiều mô hình khác để mô tả đặc tính 


của các chất Đó là trình CROSS_ (1965) 


= | : ụ đang 
Con “———z› trong đó C là một hằng số đặc trưng của chất lỏng; 
TỊ0 —Tịœ› l+ Œy 


lỗng này. phương 
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H.63. Ứng lực G biến thiên theo 
gradien vận tốc ÿ_ đối với việc sơn 
mịn bóng, khi một dòng có gradien 
vận tốc thấp, có thế mô hình hoá 
được bởi định luật QSTWALD: 


ơ =0,279%1, 


phần đường cong 
sai với thực nghiệm 


đặc tính giả dẻo 
(miền có thể áp dụng 
05 được công thức) 
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H.64. Độ mhới cúa Việc Sơn mịn 
bóng cho bởi định luật ÓSTWALD đối 
với các gradien nhó, có chỉ số: 

He 0U 


ứng lực đ 
(N.m-?) 
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H.65. Ứng suất G biến thiên theo 
&@rudien vận tốc ý đối với việc trát hơi 
dày, khi một dòng cháy có građien vận 
lốc hạ thấp, không thể mô hình hóa 
được bởi định luật OSTWALD: 

ø =l6,2+33,2/9° 


n-Ï 
-L— -[I+(y)212 trong đó 


0 TTiœ 


r„ (đông nhất với thời gian) là một hằng số đặc trưng của chất lỏng. 


và phương trình của CARREAU (1972) 


9.5. Kết luận 

Sự phân tích dòng chảy của một chất lỏng thực và sự đo độ nhớt của nó 
dưới các ứng suất khác nhau cho ta thấy rõ có một “mô hình đặc tính” mà 
ta thường có thể gán nó với một sự mô hình hoá toán học. 

Bằng phép loại suy với dòng chảy của chất lỏng Newton, ta thường có thể 
thu được cỡ lớn của các ứng suất hoặc các công suất cần sử dụng khi một 
chất lỏng phi Newton "hoạt động" (x. bài rập 8). 


' Mở rộng: lợi ích của 
phép phân tích bằng thứ nguyên 


10.1. Cơ sở của phép phân tích thứ nguyên 

Sự phân tích thứ nguyên thường cho phép dễ dàng tìm ra chiều hướng hoặc 
định luật biến thiên của một vài đại lượng vật lý nào đó . Ta chỉ cần biểu thị 
đại lượng cần tìm dưới dạng một đa thức trong đó có mặt các biến số mong 
muốn và sau đó thỏa mãn tính đồng nhất của công thức cần tìm. 

Các ký hiệu được phi trên hình 68. 

Do đó, với các đại lượng thường gặp. ta có những cách viết như trên bảng 
hình 69. 


10.2. Các tình huống đơn giản thường gặp 
10.2.1. Cách xác định một đại lượng đặc trưng 
Trong chương dành cho động lực học các chất lỏng lý tưởng, ta đã tính 
đường kính đặc trưng của một cái ống, tức chiều dài mao dẫn, khi có kể 
đến lực căng bê mặt. 
Ta hãy lấy một ống rỗng có đường kính D; khi ống này được đặt lên mặt 
của một chất lỏng có khối lượng riêng p, có hệ số căng bê mặt 4, trong 
trọng trường g, thì chất lỏng dâng lên ở trong ống nếu đường kính của ống 
nhỏ hơn so với đường kính tới hạn DÐ. (1.70). 
Để tìm được cỡ lớn của D.., ta đã dùng phép phân tích thứ nguyên, và đã 
tìm Ð, dưới dạng Ð, =k.A* pbẹ , k là hệ số không có thứ nguyên. 
Ta hãy nhớ lại: 
[D„l=L¿ LAI=[FILV=M.T”; Ip]=M.LỶ; {g]=LT 

Một biểu thức phải luôn luôn đồng nhất, nên: 

L=(M°T “JjMP1 PP TT )sME?BT PT 4= 


nghĩa là 


vi 
_xv 
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H.66. Độ nhớt của một lớp trát mặt 
trước hơi dày không tuân theo định 
luật OSTWALD đổi với các gradien 
nhỏ, có chỉ số: 


HỆ (16,2 + 33,25y *”) 


M 
TỊ 
Tlg T7 
T†so -—.>~=emme=~===e=mam~~essm=axms=ma= 
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H.67. Chiều hướng biến đổi của ' 
theo gradien vận tốc ÿ_ đối với một 


chất lòng giá dẻo. 


đơn vị của Eị kí hiệu 
L— 
khối lượng | M 
chiều dài | L 
thời gian | T 


H.68. Viết tắt các đơn vị cơ bản. 


đại lượng ÿ3t5Ê: Thy 
|_ thử nguyên 
vận tốc [?]=LT! 
Ì khối lượng riêng Ị [p]=M.L” 
lực (]=M.LT? 
= ~l ==2 
Ni (P]= M.ƯT 
năng lượng [E]= M.LT? 
độ nhớt mỊ=M.UIT” 
- 


H.69. Phương trình thứ nguyên của 
các đại lượng thường gặp. 


Lời giải là duy nhất: œ = -B =-y = 2" khi đó, ta có thể xác định đường 
kính tới hạn bởi công thức (lấy k = l): 
D.= (đại lượng này gọi là chiều dài mao dẫn). 
p# 


» Đối với nước D,„ x 3 mm nếu đường kính của ống rất lớn hơn 3 mm, ta có 
thể bỏ qua các tương tác bề mặt, và ngược lại, nếu đường kính rất nhỏ hơn 3 
mm, các tương tác bề mặt không thể bỏ qua và chất lỏng dâng lên trong ống. 

® Đối với thủy ngân D, = 2 mm: nếu các giọt thủy ngân có đường kính 
nhỏ. chúng có dạng hình cầu (do ưu thế của các lực căng bể mặt), nếu 
không chúng có dạng dẹt (do ưu thế của trọng lực) (.71). Chú ý rằng ta 


đã thiết lập được một đại lượng không có thứ nguyên : 


10.2.2. Lực tác dụng bởi một chỗ có khuỷu lên chất lỏng 
Ta hãy tính lực tác dụng bởi một chỗ khuỷu (góc Ô và tiết diện 5) lên một 
chất lỏng không chịu nén, có khối lượng riêng p, đang chuyển động với 
vận tốc (72). 
Bằng trực giác, lực # này càng lớn nếu vận tốc ø của chất lỏng, khối 
lượng riêng p của nó, tiết diện S của khuỷu cũng như góc Ô, càng lớn. Giả 
thiết lực này chỉ phụ thuộc các biến số trên. 
Một lần nữa, ta hãy dùng phép phân tích thứ nguyên để tìm # dưới dạng: 
F=®()p9sB,*. 
Như đã biết: 
[F]=M.LTT”; [p]=M.LỶ; [S=l; [ø]=LT† 
(6 là một số không có thứ nguyên, do đó ®(9) cũng vậy). 
Một biểu thức phải luôn luôn đồng nhất, do đó: 
M.L.TT? =(M#I7®)(12 317 TT)=M°S.L3†12P1Y T7 
Lời giải vẫn là duy nhất: 
œ=l;y =2;và B=l. 
Lực có dạng (lời giải duy nhất có thể có): 
p Sơ?. 
g2 
Trong thủy động lực học, ta nên đưa biểu thức pø” vẻ dạng “Cúp suất 


động lực), và vì vậy, La có: 
2 
F=œ@ ST. 
Chương cuối của giáo trình này dành cho các cân bằng sẽ cho phép ta xác 


¿ 9 = 
định hàm số ®(8)-= tin ) . cũng như sự định hướng của #'. 


Một lần nữa ta đã xây dựng được một đại lượng không thứ nguyên: 


P 

hay là ã 
Su ci 
2 2 


~ ưu thế của lực 
căng bề mặt 


ti} đường kính 


H.70. Chế? lóng dâng lên trong ống 
có đường kính D nhỏ hơn so với D,. 


ưu thế của 
lực trọng trường 


H.71. Giọt thủy ngân trên mặt đất 
nằm ngang. 


vận tốc ø 


tiết điện Š 

chất lỏng có 
khối lượng 
vê TQ #ang riêng p 


H.72. Lực tác dụng lên chất lòng 
làm nó lệch hướng có dạng: 


2 
£=®(0)ST_ 


10.2.3. Vận tốc của sóng trọng trường 
Thực nghiệm cho thấy, sóng trên bề mặt của một chất lỏng có khối lượng 
riêng p, có chiều sâu vô hạn (y < 0) lan truyền với vậy tốc c chỉ phụ thuộc 
vào bước sóng ^À. và gia tốc trọng trường ø (h.73). 
Bằng một lập luận tương tự như ở trên, bằng cách đặt c=A*pg , ta 
phải có: 

BI hSI? MT CAI St, 
Phương trình trên cho ta B = 0 (khối lượng riêng của chất lỏng không 


| | 
tham dự) y Sn và do vậy Siện 


Vận tốc có dạng c= k/^e , & là một hằng số không thứ nguyên. 

Ta đã thu được chính dạng này khi nghiên cứu về sóng lừng (chương 4), 
với các giả thuyết sau: các phương trình được tuyến tính hoá và chiều sâu 
của biển là vô hạn.. Với một chiều sâu hữu hạn, ta không thể thu được e 
bằng phân tích thứ nguyên. 

Ta lại thiết lập được một đại lượng không thứ nguyên Ă: 


TP 


10.2.4. Động lực của sóng va chạm gây ra bởi một vụ nổ 
Khi có một vụ nổ trên mặt đất, ở đó trạng thái ban đâu của bầu khí quyển 
được đặc trưng bởi khối lượng riêng p, sự bùng nổ năng lượng E có kèm 
theo một sóng va chạm có dạng bán câu bán kính #® thay đổi với thời gian 
¡ (h.74). Giả sử rằng sự biến đổi của bán kính # chỉ phụ thuộc vào các 
thông số E, p. ¡, ta hãy khảo sát R dưới dạng R=/# pÊFŸ, 
Ta thu được: 
L=T“ MẺ 1??? MỸ 1” T”, 
từ đó cho: 
œ—2y =0, B+y =0 và -3B +2y =1. 

Lời giải là duy nhất: 

2 | 

œŒœ=—; =.=.c 
: B 


L2 
E 5 
nghĩa là = K|== „ hay là —log(R)= K+21be < + logữŒ). 
Ýb 2 .. 
Lập luận mà ta vừa trình bày là do G.I. TAYLOR đưa ra. Kết quả lý thuyết 
của phép tính toán này thu được bằng phép phân tích thứ nguyên hoàn 
toàn phù hợp với các phép đo được bằng cách chụp ảnh một vụ thử hạt 


nhân ở Hợp chủng quốc. Sự biến đổi của 5 Iog(#) theo log() là một 


đường thẳng có độ dốc bằng I (75). Các quan sát này đã cho phép 
G.L. TAYLOR đánh giá được năng lượng tỏa ra trong vụ nổ tương ứng. 


Chú ý rằng ta lại có một đại lượng không thứ nguyên 


p 


mặt nước 


khối lượng 


_¡ chất lỏng có 
Z| 
riêng p 


H.73. Vận tốc của các sóng cho bởi: 
— 
c=Á\j»g- 


năng lượng 
tổa ra bởi 
vụ nổ : 


khí quyển có 
khối lượng riêng p 


H.74. S% biến đối của bán kính của 
đóng va chạm của VW nổ này có 
dạng: 


Slog(Ñ) = 2K + THï 2log(). 
Ð 


5 log(R) 
2 


đường thẳng 
có độ đốc I 


log() 


- 5 
H.75. Sự biến đổi của 5 UEU theo 


logŒ) là một đường thẳng có độ dốc 
bằng 1. 


10.3. Các tình huống khó xử hơn 
Trong những tình huống ở trên, sự xác định hàm số cần m là duy nhất. 
Ta hãy xem xét trường hợp mà sự xác định là không duy nhất. 
Ta sẽ piới hạn ở những trường hợp của cơ học chất lỏng. 
Lấy ví dụ (h.76) về phép tính lực #¿ tác dụng lên một đơn vị dài của một 
hình trụ tròn đường kính Ð, hình trụ này được đặt trong một dòng chảy 
của chất lỏng không chịu nén, có khối lượng riêng p, có hệ số nhớt n và 
có vận tốc đều „ở vô cùng. 
Ta lại tìm lực 7ÿ dưới dạng „+ =kD“UÊ pÝÏn. 
Phương trình thứ nguyên: 

[fI=M.LT ”.L!=MT  =I1#.(LT-P(MLU# .(ML 1T hŠ 


dẫn ta tới tập hợp các hệ thức sau: 


y-Ö=Il; 
œ+B-3-Š=0; 
-B -ồ=-2 
Như vậy ta sẽ phải giải: 

Ủ; Ô› 2SŸ [! 
] [ —3 -I P =| 0 
J8 Â. To ||: _ 

“lỗ 


Ta không thể tìm được ơ, B, y và õ, vì chỉ có r = 3 hệ thức để xác định W 
= 4ẩn (ma trận có hạng 3). 
Phương pháp gồm ba giai đoạn. 
*® Trước hết chọn z là biến số "phụ thuộc”: chiều dài đặc trưng Ð hoặc các 
hàm số của trường p(A, 0), P(M, 0), UVM, p). Ở đây ta sẽ lấy 3 biến số phụ 
thuộc, ví dụ 2. Ư„, và p. 
* Sau đó, tìm W - r hệ số không thứ nguyên, nối các biến số còn lại với 
các biến số phụ thuộc. ở đây, cân phải có một hệ thức duy nhất giữa rị và 
tập hợp các biến số D, U.„. và p. 
Sự tìm kiếm hệ thức này dẫn tới n =k'ÐDU#pˆ“. bằng phương trình thứ 
nguyên, ta có lời giải duy nhất: 
n†=#'DU p. 
Chú ý rằng: 
| U„D j 
Sàn TQ Re (số REYNOLDS). 
k n 
* Cuối cùng ta biểu thị đại lượng cần tìm theo các biến số phụ thuộc, khi 
đó hệ số tỷ lệ phụ thuộc vào các đại lượng không thứ nguyên ở trên. 
Như vậy, ở đây ta có thể viết # = k(Re)“UÖ pŸ (Re) là một hàm số 
không thứ nguyên của số REYNOLIS Re. Biểu thức này cho ngay: œ = L; 
B=2;:y= l đời giải vẫn là duy nhất. Do vậy, ta thu được: 


Fị = CuRe pU?2D. 
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r——* ~ trường vận tốc đều 
k ở xa hình trụ : U„ 

E- hình trụ có 

su. đường kính D 


-—>> ~, ; + ~ cm 
L_ _ „ chất lỏng có khối lượng riêng Ð 
—.. và độ nhớt n 

_—— 


H.76. Lục Hị tác dụng lên một đọn 


vị đài của hình trụ là hàm của Ù„ 
(vận tốc đều của chất lỏng ở vô 
cùng), DO khối lượng riêng của chất 
lóng), 1 (độ nhớt của chất lóng) và 
D (đường kính của †FH tròn). 


h; TA U„D 
Như vậy Cx= ——— là hàm duy nhất của số REYNOLDS Re = h 
2 "1 


Định luật này được xác định bởi nhiều thí nghiệm, và mọi kết quả được 
đưa lên đường cong sau đây (.77). 

Chủ ý: 

* Trong sự trình bày ở trên, thực tế đã dẫn ta tới việc "xây dựng" hai (nói 
chính xác hơn N + | — r) đại lượng không thứ nguyên ƠI và Ơa, gừfa 
chúng có một mối quan hệ "phúc tạp" được suy ra từ thực nghiệm. Hai 
đại lượng được chọn là: 


U„D F 
G/cIRe= s ýW G2 =Œ=T—=—. 
ñ „ÐU2D 


* Sự lựa chọn các đại lượng này là không Hy nhất; hoàn toàn tương tự, 


ta sẽ có thể lấy: 


G(=G(GŒ và Gạ=—k. 
Một hệ thúc khác nối các đại lượng không thú nguyên Ớ* và Œ'2. 


) Để luyện tập: BT 9. 
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Cx 
10 
Ị pU„D 
là =: K 
n 
0,1 T T TT TT T T~ Hới 
10! 10 10 100 10 
h 


H.77. Sự biến đối cúa CN = == 
s 
ã DỮ?7 J) 
( Hạ = lục trên một đơn vị đài) theo số 
ÑEYNOIDS Re, ứng với một hình trụ 
đường kính D dang chuyến động với 
tận tốc U„ đối với một chất lóng có 
pU„D 
"n 


khối lượng riêng p : le } 


”#g 


ĐIỀU CẦN GHI NHƠ 


CÁC DÒNG CHẢY THÀNH LỚP VÀ RỐI 


° Một dòng chảy là (hành lớp nếu các đường dòng "trượt" trên nhau nhưng vẫn giữ song 
song với nhau: nói chung, có dòng chảy thành lớp khi ''vận tốc chảy"' nhỏ. 


® Trong trường hợp ngược lại, với một ''vận tốc chảy"' lớn, dòng chảy là rối. Dòng chảy rối 
không bên và có cấu trúc hỗn độn. 


â# SỐ REYNOLDS 


+ Số REYNoLps Re=P ME 


là một số không có thứ nguyên đặc trưng cho dòng chảy của một 


chất lỏng (có khối lượng riêng p, độ nhớt r\) có vận tốc trung bình V, xung quanh một vật 

cản (hoặc trong một ống dẫn) có kích thước đặc trưng L. 

s Chuyến tiếp thành lớp - rối 

Nếu số REYNOLDS nhỏ ( Re <z 2000, là giá trị thường được chấp nhận), thì dòng chảy 

thường là thành lớp; với Re lớn, dòng chảy thường là rối. 

Cấu trúc dòng chảy của một chất lông không chịu nén, xung quanh một vật cản có hình 
: R D L 

dạng đã cho, chỉ phụ thuộc vào số REYNOLDS Re = be Le 

* Hai dòng chảy của hai chất lồng khác nhau xung quanh hai vật rắn có cùng hình dạng, 

nhưng có kích thước khác nhau, là đương £ự với nhau nếu có số REYNODLS bằng nhau. Khi 

đó, vận tốc không thứ nguyên -— sẽ có cùng một giá trị tại các điểm tương ứng của hai 

œ 

dòng chảy. Đặc biệt, chế độ chảy (thành lớp hoặc rối), với một hình dạng đã cho, phụ thuộc 

vào giá trị của Re. Ở số REYNOLDS nhỏ (Re < 1), trong chế độ tuyến tính không đổi, vận tốc 

tại mọi điểm tỉ lệ với œ„. 

Sự chảy rối được gắn với đặc tính không tuyến tính của các phương trình của cơ học chất 

lông. Sự chảy rối xuất hiện với các số REYNOLDS lớn, và có đặc tính của một dòng chảy hỗn 

độn và phụ thuộc vào thời gian. 


8 DÒNG CHẢY XUNG QUANH MỘT VẬT CẢN 
Đối với một vật cản có hình dạng và định hướng đã cho, thì hệ số cản chính điện Cx chỉ phụ 
thuộc vào số REYNOLDS Re: 

Cx = ƒ(Re). 


Khi số REYNOLDS rất nhỏ (điển hình là Re < 1), thì đòng chảy xung quanh một vật cản là 
tuyến tính và lực cản chính diện tỉ lệ với vận tốc của dòng chảy. 


Với một quả cầu bán kính #, lực cản chính diện cho bởi công thức STOKES: 
Trần = 0T) R02. 


LỚP GIỚI HẠN 

Sự chảy của một chất lỏng có độ nhớt nhỏ xung quanh một vật rắn gần giống như sự chảy 
của một chất lỏng lý tưởng, trừ một miễn nằm kẻ vật rắn, gọi là lớp giới hạn. Các tác dụng 
của độ nhớt, và đặc biệt sự tạo ra các cuộn xoáy, gần như xảy ra ở lớp giới hạn này. 


Bượi 
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Đòi tấp 


Ân DUNG TRIC TIẾP BÀI GIẢNG 


“Í Lực ma sát trên một quả cầu 

Sơ đô dưới đây biểu diễn hệ số cản chính Cx(Re) đối 
với một quả cầu. Ở số REYNOLDS rất nhỏ: 

24 

Reˆ 


0,1 
0,11 102 10 10% 
Thường lực cần tác dụng lên một quả cầu tịnh tiến 
trong một chất lỏng. được mô hình hóa bởi một trong 
hai công thức: 


k F$ản =—KSUU; 
_ đản ==ƒYV: 


với Š là tiết diện cần chính (maitre-couple). K là hệ số 
phụ thuộc vào chất lỏng và ƒ là hệ số phụ thuộc vào 
chất lỏng và vào bán kính. 

Từ sơ đô, hãy xác định định luật thích hợp về lực cản. 
và giá trị của các hằng số cho các trường hợp: 

1) Một hòn bì sắt đường kính Icm rơi tự do: 

a) trong không khí (n x 2.10” `PI); 

b) trong nước (n 1.10 ỶPU; 

€) trong dầu qx~[IPl); 

khối lượng riêng của sắt gần bằng 7.8. I0 kg.m Ở, 
2) Một giọt nước hình cầu rơi tự do trong không khí: 
a) đường kính 10 im; 

b) đường kính 0,4 mm. 


L2 Dòng chảy thành lớp trên mặt phẳng nghiêng 


Một lớp mỏng chất lỏng Z 


(độ nhớt n. khối lượng 
riêny p), có bề dày é, 
chảy dọc theo một mặt 
phẳng nghiêng, có 
đường dốc chính, hợp 
với mặt phẩng nằm 
ngang một góc œ. 


khí quyển 


Trong dòng chảy thành lớp. trường vận tốc độc lập 
với thời gian, có dạng (v. Đài rập 2. chương Š): 


` "SI1@Œ : 
-= ca j(0c — y)ễy. 


Hãy tính vận tốc cực đại khi e = Imm và œ =30°. 


chất lỏng hệ số nhớt khối lượng riêng 


dầu n=l0 p x10 10°kgm ” 


nước q =1.0.1073PI p x10.10°kgm 3 


Kết luận. 


3 Đường kính của một ống dẫn 

Mội tháp nước cung cấp cho một ống dẫn hình trụ có 
một đầu hở thông với áp suất khí quyển. 

Dữ kiện: 

chiêu sâu của bình chứa: hạ = 3m; 

mức chênh lệch của ống dẫn: ñ¡ = 13m; 

chiều đài của ống dẫn: L = 100 m; 

độ nhớt của nước: r = I.0.1073PI; 

lưu lượng theo thể tích: 

l) Đi =Ì l2) Da =0,5 L.min ', 
Người ta công nhận công thức POISEUILLE cho lưu 
lượng theo khối lượng Ø/„ của một chất lỏng có khối 
lượng riêng p và độ nhớt rị, trong một ống dẫn hình 
trụ có đường kính đ và có chiều dài ⁄. đặt dưới sự sụt 
áp suất AP: 


VỎ 


Vận tốc ở cách trục một khoảng r có dạng: 

r? 
¿{r) =ứ | TK. : 

Lên 

Giả sử dòng chảy là thành lớp, hãy xác định đường 

kính của ống dẫn. 

Một dòng chảy như thế là thành lớp nếu Re < 2000. 

Hỏi giả thuyết này có xác đáng không? 


S 


Ê† Van giảm áp được cấu tạo từ 

một mạng các lát mỏng 
Một ống nằm ngang có tiết diện hình vuông cạnh z 
và có chiều dài /, được chia thành nhiều lát mỏng và 
bằng nhau bởi một số lớn các lá có bể dày không 
đáng kể. 
Đâu vào tiếp xúc với một bình chứa đựng một chất 
lỏng có khối lượng riêng p và có độ nhớt r\, được giữ 
ở áp suất ñ,. Ở đầu ra, chất lỏng có áp suất bằng áp 
suất bên ngoài #ạ (ñ >#). Chế độ chảy là thành 
lớp và không đổi, hãy xác định lưu lượng, vận tốc 
trung bình ở đầu ra và số REYNOLDS của dòng chảy. 
Dữ kiện: Tạ = I bar; Đ = l5 bar; ï= a = Icm; ý= 50. 
Nếu các giả thuyết được xác nhận, hãy tính lưu lượng 
(rong các trường hợp sau: 


a) nước: TỊ = 1,0.10 3PI; 
b) không khí m = I,7.10”'PI; 
€) dầu : n =I,0 PI và p =0,9.10” kg.m Ở. 


Ð Nghiên cứu một nhớt kế 


Một loại nhớt kế được đơn 

giản hóa trên sơ đồ bên. 

Nó được cấu tạo bởi một 

ống mao dẫn € nối với hai 

quả cầu Ø¡ và Ö;. Cầu cóc sẹo 
Bị được đổ đầy một chất chỉ số 4 L-| 

lỏng không chịu nén, có cẩu B.Ệ -) š| 
khối lượng riêng p, và có chỉ số ® hi 
độ nhớt rị, đến mức 2 (chỉ "- 

số đ). Người ta đo thời _ 

gian t cần để mặt chất 

lỏng đi từ mức này qua 

mức b (chỉ số ð). 


cầu Ö; 


Nhớt kế này được dùng để thực hiện các phép đo 
tương đối. 
1) Hãy chứng tỏ rằng nếu ta lấy hai chất lỏng có khối 
lượng riêng p¡ và p¿, có độ nhớt rị và Tịa, thì các 
thời gian dịch chuyển r¡ và tạ thỏa mãn: 

Tị _ PíI 

nạ Pzt2 
2) Các khối lượng riêng của acéton và của nước ở 
293K lần lượt bằng P„szon =792,0kgm Ì và 
Pnước = 998,2 kg.m Ở. Độ nhớt của nước ở 293 K là 
Tinước = 1.0050.10 P1. Cần có taựợạ =120,5s để 
cho nước chảy giữa hai chỉ số của nhớt kế. Nếu cản 
CÓ tacéton = 49,5 s cho acéton, thì độ nhớt của acéton 
Tlaeeon bằng bao nhiêu? 


ó Lực nâng của cánh một chiếc Boeing 


⁄i 


8 00000000000000000000000000000000 § 


diện tích S của cánh 
Ta muốn đánh giá lực nâng của một cánh theo diện 
tích $ của nó, theo khối lượng riêng p của chất lưu và 
theo vận tốc V của máy bay. 
1) Bằng cách sử dụng phép phân tích thứ nguyên, hãy 
xác định kiểu phụ thuộc của lực nâng bởi một đơn vị 
diện tích của cánh máy bay vào các đại lượng sau: 
vận tốc V của máy bay và khối lượng riêng p của chất 
lưu trong đó máy bay dịch chuyển. 
2) Một chiếc Bocing có khối lượng gần bằng 
15.10 kg, và diện tích các cánh vào khoảng 
2,8.102 m”, bay ở độ cao I1 km (ở đó tỉ trọng của 
không khí gần bằng 0,37 kg.m ”); với một vận tốc 
bay vào cỡ 2,5.10 m.s 1, Hãy nói rõ thêm câu trả 
lời của câu hỏi 1). 


F4 Ước lượng đường kính của một phân tử 
bằng phép phân tích thứ nguyên 

Hệ số nhớt 1 của một chất khí là hàm số của khối 

lượng m của các phân tử của chất khí đó, của đường 

kính ® và của vận tốc toàn phương trung bình của 

các phân tử. 

Từ bảng sau đây, hãy ước lượng đường kính của phân 

tử mêtan (CHạ). Coi các chất khí là lý tướng. 


khối lượng 
phân tử 
XMf (kg.mol") 


hêli (He) 


mêtan (CH;) 


VẬN DUNG VỐN KIẾN THỨC 


€  x* Cánh quạt (chân vịt) đẩy 


Một chiếc cánh quạt dịch chuyển theo một trục nằm 
ngang với vận tốc không đổi V, trong một chất lưu 
giả thiết không chịu nén, có khối lượng riêng p và độ 
nhớt rị. Chiếc cánh quạt này có đường kính D, quay 
với vận tốc góc €). 


vận tốc quay 


chất lưu không chịu nén 
có khối lượng riêng p 
và độ nhớt rỊ 


1) Hãy xác định biểu thức của lực đẩy bằng phép 
phân tích thứ nguyên. 

2) Để nghiên cứu các đặc trưng của một cánh quạt 
(nguyên mẫu) có đường kính D = 4m, quay với 
O =100 vg.min Ì; người ta thực hiện một maket 
(hình mẫu) có đường kính Ð'=0,50 m. 

a) Chứng tỏ rằng nếu maket dịch chuyển trong cùng 
một chất lưu thì về mặt vật lý, sự tương tự đầy đủ là 
không thể thực hiện được. 

b) Maket và nguyên mẫu vẫn dịch chuyển trong cùng 
một chất lưu. Chứng tỏ rằng có thể bỏ qua các lực nhớt. 
c) Lực đẩy của maket Ƒ' = 230 N, và ngẫu lực tác dụng 
T =22N.m với vận tốc dịch chuyển V'=9 kmhÌ 
và một vận tốc quay @' = 360 vg.min Ì : 

Hãy xác định vận tốc V, lực đầy Ƒ, ngẫu lực T, và hiệu 
suất r đối với cánh quạt nguyên mẫu bằng độ lớn thực. 


- Đứ kiện: 


chất lưu 


không khí 


nước 


@ *ƯỚớc tính lực tác dụng lên 
một đơn vị dài trên một hình trụ 
Lực trên một đơn vị dài ¡tác dụng lên một hình trụ 
có tiết diện tròn, đường kính D, đặt trong một chất 
lưu có khối lượng riêng p, độ nhớt rị và vận tốc U„ 
(ở xa hình trụ), chỉ phụ thuộc vào các thông số trên: 
tụ = ƒ(Đ, p.m\, U..). 

Dựa vào bảng dưới đây, hãy ước tính đại lượng 
này đối với một hình trụ có đường kính D = 0,l m 
dịch chuyển với vận tốc 60 m.s Ì trong không khí. 

] 


chất lưu nước thủy ngân | không khí | 


¬ 


khối lượng riêng 
p (Kg.mˆ”) 


độ nhớt n (N.s.m 2) 


I,30.102 


¬++- 
100.103 Etsriu Ti 
hộ + 


— 


100.102 | 136.10! 


83.107 


đường kính Ð của trụ 


0,01 0,0I 0,1 


vận tốc tương đối 
của chất lưu 30 5.5 60 
U„(m.s"}) 
Í lực #y tác dụng lên | ˆ 
một đơn vị dài 
của hình trụ 
(N.mˆ) 


7,0.102 2 


Lửi GIẢI 


4 + Nếu Fdn =—K SuÖ, vậy ứng với phần gần nằm ngang của 
đường cong, nghĩa là với các số REYNOLDS trong khoảng 
10” <Re<10” khi đạt tới các vận tốc giới hạn. Biết rằng trong miễn 


này Cx x 0,5, ta có K0,25Pyqum- Ví $=nR”, vận tốc giới 


Du 
Đnh “2| = và Red, 
KmnR n 


* Nếu Fdàn =—6n1ị RỦ , khi đó ứng với phần tuyến tính của đường 


hạn cho bởi: 


Cong CX R dẫn tới biểu thúc này, nghĩa là trong miền Re < I. 
e 


Hệ số f bằng f =6nị R.. Vận tốc giới hạn cho bởi: 


pĐuu 


Hú ` TT 
Đạp = #— và la vẫn có Re= 
_— ỐTR n 


Để lựa chọn giữa hai mô hình, ta tính số REYNOLDS Re đối với vận 
tốc giới hạn thu được : 


các hệ số . 
Đi vận tộc £ 
f(Nm s)  s. sô \ - 
Ä giới hạn bình luận 
và (wsD) Ri:YNODS 
K (kgm 3)” 
Ra thành |. -6 sai 
TH. Da) BÍ, gụ P£=19.10 ®|2,11 I,4.1( Me] 
Ề ( 
Sắt trong ï ¬ RE : 
không khí| rối K=3.310 4010?! 2610 nỈ hình du: 
IÚ' <Re <lÙ 
thành |. ' sai 
FFH.1)b) bi vấc /£=9,4107514,3.10*2| 4.3.1 Tun 
2 ứp e 
sắt trong n R ; 
đc ¿  JK=2.5107~ .¡ | mô hình đúng 
NƯỚC rôi L4 14.10” 3 $ 
I0 <l<lữ 
thành r=9.410?l434A 38 mô hình gần 
TH.I)C) bị và =9.4/0 Hà, KS : 
: lớp đúng Re ~ Ï 
Sắt tONĐ ' TƯ 
) ,. |K=2.3.10” Sai 
dâu rối Lỗ l4 vã 
Re<<l0” 
TH.2)a) | thành |. Tế h ~š | mô hình đúng 
/=1910 |2.7.10 18.10 ` š 
giọt nước | lớp Re < I 
có đường 
KiNlt 10: | suất PP” hhU, 451071129101 li 
đụ: Mở se liệt” Re< 101 
TH.2)b) | thành | „ -—§ +> Jmô hình đúng 
b £=7.5.10 44 11.10” r 
giọt nước | lớp Re >] 
có đường 
: : sai 
Mnh | di |K=34001| 28 | 7H | g„jg2 
0,‡mm HH 


xả Ta tính số REYNOLDS liên quan tới dòng chảy này bằng cách lấy 


Vặy vàc như các dại lượng đặc trưng của dòng chảy 


| ) vận tốc cực đại số REYNOI,DS 
chât lưu : ST 
mạy(mS ) Re 
dầu Pmạy 22.5 mmx Ì Re~2,5.10” 
nước | thụ = 2x5 mạ Re =2500 


Với dâu, giả thuyết dòng chảy thành lớp có nhiều khả năng đúng hơn. 


Với nước, giả thuyết dòng chảy thành lớp chắc chăn là không đúng : 


các cuộn xoáy hoặc sự không bên vững sẽ xuât hiện. Có thê các sự 


không bên vững loại sau dây sẻ phát Irèn. 


y 


lớp cuộn xoáy 


—> —> — 
ha. ah... nan 
N2 sã 
——————- _— ——_ —¬-. _— 


Ở mức mặt phân cách chất lòng - không khí. có một sự gián đoạn của 

vận tốc : trong chất lỏng, Ð{y =e)=cẻy là cực đại, trong khí đó. ở 
trong không khí +{y =e,)=0. Do vậy, có một lớp cuộn Xoáy tại 
y=c, Những sự không hồi: vững có thê phát triển trong lớp cuộn xoáy 
này nếu số Ñ:YNOILDS lớn (A.sơ đô). 


3 Dòng chảy trone bể chứa rất châm. do vậy ta giả thiết áp suất ở đây 
thay đôi theo định luật của tĩnh học chất lòng ; P(A)= Pụ + p# hạ. 
Công thức POISELILLE cũng được phép việt là : 


I28n LD, 
PLA)= Pụ,~ p ghị+T— T4 
xử 
; I28nLDyý 
Từ đú. suy tì: p#tfụ + h)=—— St, 
hế¡ 


Vận tốc cực đại tạ thỏa mãn : 
dỈ ( M 
; %; r 
Đụ = [nu với EU MP Si 
ì Œ 


- JNN 87 pc 
từ đỏ, cho : vụ = bEO) với (| =4 SẺ SỦI 
ad” 710 #(hị + ñq) 


x ây œyd 
Số RÂEY.VXOLDS cho bơi : Ñe = Lên bàn : 
T 
32 = 7. › 
L) Lưu lượng 3,0 m°h được thực hiện qua một ông có đường kính 


h 15.8 mxs Ì. điều này 
2.1073. Chế độ là chảy rốt và phép 


d= 1.27 em, với một vận tốc cực đại bằng tụ= 
cho một số ÑEYNOLDS bằng Re x 
tính d là si. 

2) Lưu lượng Ú,Š Lmin } được thực hiện qua một ống có đường 
kính ở = 0,38 cm, với vận tốc cực đại dụ = l.4 mạ Ì, điều này cho 
một số ÑEYAOLDS bằng Re x 5 500. Chế độ vẫn còn là chảy rối và 
phép tính d là sai. 


Vậy giả thuyết là không phù hợp với loại dòng chảy này, 


4 Môi lắt rất rộng so với bê dày của nó. Tá có thê bỏ qua ảnh 
hưởng của các bờ và áp dụng kết quả liên quan đến dòng chảy 
POISELUILLE phăng. 


Với môi lát, lưu lượng theo khôi lượng là : 


2‡ 
ec B° =tH 
lá IN/N I~R) 
_ pz! 
cho 0y =———~(ñ — Bị). Tông lại: D=————(B - Bị). 
I2n/JN In/A? 
đẺ Dị 

Chiêu dài đặc trưng là và Ñe= Ẹ: -(R — lạ) =—L, 

Nụ Imr!1N' Di) 


Re =3,3.10). 
b) Không khí : Re = I.5.10! 
e) Dâu ; Re=3.10Ì 


Giả thuyết về dòng chảy thành lớp là sai đối với nước và không khi, 


a) Nước : 


(hỏ qua tính chịu nén). 


và được xác nhận dúng dối với dầu, với nó dòng chảy thu lại thành 
một sự rò rỉ nhe : 


D=i.5.107°kgs =5 px] 
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h5 L) Trong một ống mao dân, lưu lượng theo thê tích cho bởi (x. 
bài lập 8. chương 5): , 


Lực tạo ra chuyên động của chất lỏng qua ông mao đâu trực tiếp là 
hàm sô của độ chênh lệch áp suất AP do một cột chảt long có độ cao 
đã cho gây ta, do vậy tỉ lệ trực tiếp với khôi lượng riêng p. 
Lưu lượng theo thê tích qua ông tao dân trên ở số ÑEYXOLIDS rất nhỏ 
là không đột với thời gian. Thời gian CÔ của thí nghiệm tỉ lệ nghịch 
tới lưu lượng theo thê tích. 
SẼ ý Ố, V W . - 
Diệu đó cho  O ==—= | —, trong đó B là một hăng số của thí 
Dp 

nghiệm. không phụ thuộc vào chất long. 
VẬN tự có ¿ 

HỊ__ PHI 

à Đa1› 


2) Áp dụng băng sô cho : 


Đaceton-Tae¿ton =0 312 103 PI 


nướct TƯỜU 


Tyaon — Thước 


6 1) Lực trên đơn vị diện tích đông nhât với một áp suất nên nó 
` r3 

GI sả ". P ý An. ‹ ` 

được cho bởi công thức t3 =‡ ——” :iểu Chỉ có các đại lượng Ð tài 


" 


VÀ rà V ¬. : 
V tham dự. Điều này cho F= SP, Â lì một dại lượng không 


thứ nguyên, nghĩa là một con số không có thứ nguyên, là hàm số cửa 
dòng chất lưu tôn tại xung quanh máy bay. 

2) Dựa vào các giá trị bằng xố. ta tính & trong trường hợp một chiếc 
Đocine. 

Máy bay dang bay ở độ cao không đôi. lực nâng F phải trực đốt với 
Irong lượng cửa nó ; nếu hở qua biến thiên của ø VỚI đỘ CaO, ti CÓ 
FxI.5.IUÊN, 

Hoàn thành mọi phép tính ta thu được & =0.46. 

Với đà số các máy bay. hệ số có giá trị trong khoảng 0.2 tà0.6. 


ñ 
TẢ xế . Sa 8y AE : V7 
Đôi với một chiếc Boïng, tì có thê việt: Ƒ=0,46 Š CẬU 


IEPERRET 
3Âp.! VU lo 
———, do đủ tá còn có: 1 =Â 


ì m ` 


Chú ý răng m=——, Nụ\ kì số Avogado, 


_ 
Giả thiết k' ciống nhau dối với hai chất khí (cũng như các nhiệt độ), khí đó 


hay LỨ= 


œ* 


tì thư được 1) = „ K là một hãng số giống nhau đổi với lu Khi, 
Tả có thê viết 


Nực Ỳ Xích, ï 
cụ, J ( AM j 


Giá trị này phù hợp với giá trị thường được châp nhận là 3(0Upm. 


®ẹy, =®„, =2.4110”19x1,9=4.0107!2m 


ö L) Từ tìm lục F dưới dạng: F = KV “pÖnÊ ĐẮQ®, k là một con 
số &hông thứ nguyên. Phép phân tích thứ nguyên dân tới: 
IE<SMET “SE EM UP SAP T01 }€ 
từ đó cho 
b+c=]l 
a—3b+c+d=l 


=——-c—c=-2 


01 10 ụ b [ l] 
Hay còn: | TL 3 1 1 0jcl=l 1 
-1 0 —L 0 ¬llu R 

: 


Man M=| 1 —3 L1 =9 
=l 0 -Ll 9 ¬ 


có Ý= š cội tà r= 3 hàng dân 


lới phái lìm N + T— r=.3 đại lưụng không thứ nguyên G,Ó› và 

Chọn p. V tà Ð làm các dại lượng phụ thuộc và thiết lập các đại 
lượng không thứ nguvên, 

* Hệ số nhới nị cho phép thiết lập (nhờ các đại lượng p.V và D) một 
đại lượng đầu tiên Œ ¡ đồng nhất (chẳng bạn) với số REYNOLDS Re: 
pVD 


3 


F4 Ta tìm vị đưới dạng vị = & mÍ@ Ö UY, k là một đại lượng không 
thứ nguyên. Hệ thức trên trở thành : 
InI=(inE .{@ JP (U., hay MT l=MSU 8 T7, 


€ : ` mÙ 
Tạ lim được œ = 1y= 1 và =2. Vậy n= k—~. 
œ- 


U là vận tốc toàn phương trung bình. đối với khí lý trởng ở nhiệt độ 
phòng - 


_ Uˆ= bộ kg 
m HF. 
2 câu 


Œi =Re= 
n 


® Vận tốc góc €3, đồng nhất với TỔ — là tỉ xố cưa một vận tốc trên 


Sài, P VÀ 21A Viton : 3à R @D 
một chiêu dán, cho đại lượng không thứ nguyên Ớa =——— 
xe dự 


* Bây giờ ta phải xác định F = (Re.G:).p“”.V”.DÊ. T là hàm số 
không thứ nguyên. 
Rất dễ đàng tìm được các hệ xố ä, b, và 
F=[(Re.G)pV`PẺ. 
Chú ý rằng hệ thức sau củng này làm xuất hiện “một con số về lực" 
E 


(đại lượng không thứ nguyên): Œ= Ñụ =———. 
pY.D 
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Tóm lại tạ thụ được: 
oVD 
n 


ni. 
V 


F=pVˆP f(Re.G) với Re = 


Lưu ý răng hình dạng của cánh quạt xuất hiện trong hàm số F phụ 
thuộc vào thí nghiệm. 

2) a) Hai cánh quạt (gíi sử "có cùng hình dạng") dịch chuyên trong 
cùng một chât lưu, Vậy ta có: p=p;n=n`. Đề có thê áp dụng 
được tập hợp các quy tắc về đồng dạng, tạ phải có; Re = Re; và 
Œ=GŒ: điều này buộc phải có: 


VD=V'D' và am.” : 
ự' 
s —ỐW'`D 
Từ đồ suy rq —=——=8 và do vậy ——=——.— =4 
` VD W1 VD 


Tính một cỡ lớn của vận tốc cửa đâu cảnh quạt nguyên mâu: vận tốc 


này băng có giá trị vào cỡ 200 mx Ì, Đối với maket vận tôc 


này còn lớn hơn: 8 lần giả trị trên, tức 1600 ms !, 

* Nếu chật lưu là không khí 

Cíc vận tộc tiên hoặc cùng cỡ lớn, hoặc là rầt lớn hơn vận tốc cửa âm 
trong môi trường đó (340 ms-Ì), Mô hình không khí không chịu nén 
như vậy là không đúng, Trong môi trường này, TÑCgieas khí % 9.10”, 

® Nêu chât lưu là nước 


Các vận tộc trên rật lớn, nhật là trong trường hợp của makct; áp suất 


Š Cà c0 DI”: ¬ : h Ôn hước ho 
động lực lì vào cỡ P „ Nghi là vào khoảng 10°Pa.. Ở đó nhất 


thiết sẽ có hiện tượng khí xâm thực (sự sinh hộc). Trong môi trường 


này Reugy = 7.10Ẻ, 


b) Trong không khí hoặc trong nước, các số REYNOLDS rất lớn. Do 
vậy, có thê bỏ gua độ nhớt đối với nguyên mẫu và maket; điều này 


dẫn tới lấy Ñe=. 


c) Vậy, điều bắt buộc duy nhất còn lại là: 


QD_QO'D' 
V V'^ 
Q@D _100 4 


Ẩn; V : ' 
Điều này cho: — = =2,22.iúc V=20 kmih Ì, 


V'`Ệ Q@D 


360 0,5 


Khi đó các lực F và F được liên Kết với nhau bởi công thức: 


) oV v/pÝ h ụ 
TT lR (5) lạ] =3l& (ức F=727I0`N 
f_ pV-p \(Vj\(DP I8/ (05 


Hiệu suất r là một số không thứ nguyên r = #(ÑeŒ) với 


0P (00A 9 
Re=P (ở đây băng vô cùng) Œ=———. Vậy các hiệu suất đôi 

n1 V 
với nguyên mẫu và maket là giống nhau: r= r. Ta hãy tính r: 

9000 
công suất của Fˆ gu 8X 
nTEEE-REETEE =—==——*-=0., 
công suât cua ngâu lự [` T'O@' 


22x36()x “”— 
60 


từ đó: r = 0.69. 
Một phép tính tương tự cho ngẫu lực tác dụng vào cánh quạt nguyên 


mâu cho: 


+ 20/10 
72.7.10Ìx 


=> 30 =55806, ức Ƒ =56.10) Nmm. 


@ Cũng như ở§10.3. có 3 phương trình 4 ẩn và ta phải xác định hai 
đại lượng không thứ nguyên. Nếu lấy các dại lượng độc lập là D,p và 


U„ thì khi đó có thê chọn: 


J F 
pư„Ð và Ở› =CX = Lễ 


" -U„D 
g % 


ỚØt=Re= 


Khi đó. ta thiết lập được bảng sau đây: 


nước 


chất lưu thủy ngân không khí 


48.10) 43.10 


0.34 Kẻ) 


Tà tuyến tính hóa đường cong trong miền biến thiên hụp của số REYNO.DS: 
sơ đồ cho ngay Cx =(.55 (phóp tính chính xác cho Cx =0.52) từ đó giá trị 


thu được cho F,_ bằng F, =L3.10ˆ NHmYÌ, 


` ác † 
Đô thị kèm theo mô tả sự biên 10 hiEG Sàn ki ị 
thiên của Cx theo Re cho mộc ˆ 
hình trụ, : 
. t...\ không khí 
0,5 4 | OẠI 
D cổ ln ¡6 LhỦY 
G. ngân 
¡ ¡¡ Rel07 
L ———+—t- _ 
Š 
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Mu c TIÊU 


Ñ Áp dụng các định luật của động lực học và của 
nhiệt động lực học cho một chất lỏng đang chảy. 


IỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


§Ñ Cách mô tả LAGRANGE và EULER về một dòng 
chảy. 

Các định lí đối với một hệ chất điểm : 

® về động lượng (kết thức động học) : 

s về mômen động lượng ; 

° về động năng. 


§Ñ Nguyên lý thứ nhất và nguyên lý hai nhiệt động 
lực học. 
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EÁC CÂN BẰNG 
0ữ HỌC VÀ. 
0C CÂN BĂNG 
NĂNG LƯƠNG 


* 
Mớ đả 
Chúng ta đã biết các định luật của cơ học hệ 


chất điểm, hoặc các định luật của nhiệt 
động lực học áp dụng cho các hệ kín. 

Mục đích của chương này là qua các ví dụ, 
chứng tỏ có thể điễn giải các định luật trên 
nhụự thế nào để áp dụng chúng cho các hệ 
mở. 

Khi đó chúng ta sẽ có thể trả lời các câu hói 
như : 

® lực đấy của một động cơ phản lực là gì 2 


*® công suất sinh ra do sự dân khí trong một 
tuabin là gì ? 


2k 


nu 


sử "ở 
i 


ớ;, 


° 


Về một thiết bị trao đổi nhiệt : 
đại cương và các định nghĩa 


ˆ 2 .^”, - ^» .^ 
1.1. Mô tả thiết bị trao đồi nhiệt 
Mội thiết bị trao đổi nhiệt được cấu tạo bởi hai ống dẫn Œ| và C2 tiếp 
xúc nhiệt với nhau, có tiết điện đều diện tích bằng $¡ và Š;, trong đó có 
hai chất lỏng và #5 ở nhiệt độ khác nhau chảy qua (Hàn l). 
Chúng ta chấp nhận các giả thuyết đơn giản hóa sau : 
*® hệ toàn bộ được cô lập về nhiệt với bên ngoài ; 
*® các chất lỏng là không chịu nén ; 
® nội năng của một khối lượng ¿ của chất lỏng chỉ phụ thuộc vào nhiệt độ 
T của nó và lân cận 7ạụ, có thể được tính bởi biểu thức. 

U = mecŒ - Tạ) 

với quy ước, nội năng bằng không ở nhiệt độ 7ạ (x. áp dựng 1). 
* Nhiệt dung riêng c tại mỗi điểm đã biết. 
* Có một "chất dẫn nhiệt tốt” giữa các ống dẫn hai chất lỏng. 
® Dòng chảy mộ: chiêu (chỉ có mội kích thước) : các đặc trưng nhiệt động 
học và cơ học của chất lỏng giả thiết là đều trên một tiết diện thẳng của 
ống dẫn (*). 
® Vận tốc của mỗi dòng chảy không phụ thuộc vào thời gian. 
® Giả thiết chất lỏng là lý tưởng và bỏ qua các thay đổi nhỏ của độ cao. 
Theo hệ thức BERNOULLI, các áp suất Øñ và Ø; là đều đối với mỗi ống 
dẫn (có tiết điện đều). 


Chất lỏng 7j vào thiết bị trao đổi nhiệt ở nhiệt độ 7¡„ và ra khỏi đó ở 
nhiệt độ 7¡,. Tương tự, chất lỏng #5 vào ở nhiệt độ 72„ và ra ở nhiệt độ 
T2,. Ta giả thiết 7ị„¿ >72„ : chất lỏng Z#j nguội đi và 2 nóng lên trong 
thiết bị trao đổi nhiệt. 


1.2. Hệ mở và hệ kín 


Các định nghĩa này đã được đưa ra trong nhiệt động lực học và trong 
cơ học 


1.2.1. Các định nghĩa (nhắc lại) 

Một hệ là kín nếu nó không trao đổi vật chất với bên ngoài. 

Một hệ là mở, ngược lại, có thể trao đổi vật chất với bên ngoài. 

Cụ thể là : 

*® một hệ mở không được xác định bởi một tập hợp xác định các hạt vật 
chất. mà bởi một ranh giới mà một dòng vật chất có thể đi qua (hình 2a). 
Ranh giới Ð giới hạn một hệ mở, được gọi là mặt kiếm tra là đứng yên 
trone hệ quy chiếu nghiên cứu ( x. chương 2, § I. 3); 
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vật liệu cách nhiệt 


| 
vật liệu dẫn nhiệt tốt 


H.1a. Thiết bị trao đối nhiệt : ta giá 
thiết rằng trong thiết bị, chất lóng †F| 


nguội di, và chất lòng F5 nóng lên. 


(*) Ta hãy nhớ rằng dòng chảy 
một chiều là một sự lý tướng hóa 
các dòng chảy thực : vận tốc của 
chất lông bằng không ở sát thành 
ống, và tôn tại một lớp giới hạn 
(mà độ dày phụ thuộc vào độ nhớt 
của chất lỏng), bên trong lớp này 
vận tốc là không đông nhất. 


mặt kiểm tra 
H.2a. Chất lòng đi qua mặt kiểm tra 
cố định trong hệ quy chiếu nghiên cứu. 


e một hệ kín được xác định bởi mội tập hợp các hạt vật chất (.2b). Biên 
giới x” giới hạn một hệ kín. gọi là mặt chứa các hại, chuyển động trong 
hệ quy chiếu nghiên cứu : các điểm của mặt š” dịch chuyển với vận tốc 
bằng vận tốc cục bộ của chất lỏng (x. chương 2, §1.3) 

Thiết bị trao đổi nhiệt mà La nghiên cứu tạo thành một hệ mở. Ở mỗi thời 
điểm hệ được cấu tạo bởi các ống dẫn và bởi chất lỏng ở bên trong, và hệ 
được giới hạn bởi chiếc vỏ đoạn nhiệt và bởi các tiết diện vào và ra của 
hai ống dẫn (ñh.3) 


& ˆ ` A. % TU ~ z ` ` 
1.2.2. Hệ mở .⁄ và hệ kín ⁄ˆ chồng khít nhau (trùng phùng) 
Kí hiệu là hệ giới hạn bởi mặt kín cố định * gọi là „uất kiếm tra (h.3) ; hệ 
được cấu tạo bởi thiết bị trao đổi nhiệt. các ống dẫn và chất lỏng chứa ở bên 
trong. ⁄⁄ là một hệ mở. vì đã có sự truyền vật chất qua mặt cố định >. 
Ở thời điểm íạ. các ống dẫn và chất lỏng nằm trong .⁄ có thể coi là một 
ề z z _ `... ^A ` ⁄ : + ^ „ 
hệ vật chất kín được kí hiệu là ⁄⁄ ; hệ này được xác định bởi một mặt 
* -. ' R) VỜ x „xế: š vớ: ý 
chứa các hạt > . mà các điểm dịch chuyển với vận tốc của chất lỏng 
(x. chương 2. §1.3) 
và 7 trùng nhau (chông lên nhau) ở thời điểm r¿, nhưng sau đó lại 
biến đổi một cách khác nhau : 
» ⁄⁄vẫn được giới hạn bởi một biên giới bất động >, và các nguyên tố 
chất lỏng chứa trong đó được thay thế dần dần bởi các nguyên tố chất 
lỏng khác ; 
đt » nà SỐ 2y x ^" ^ ` „rà ất lồ Ẩ 
® .⁄ được cấu tạo bởi các ống dẫn bất động và bởi chất lỏng chuyển 
động. Biên giới của nó bị biến dạng theo thời gian, nhưng nó vẫn gồm các 
nguyên tố chất lỏng cũ (0.3). 
Chúng ta đã pặp một tình huống tương tự trong động học chất điểm. Để 
biểu thị mối quan hệ giữa các vận tốc của một động điểm, do các quan sát 
viên pắn với hai hệ quy chiếu đo được, ta đã đưa ra khái niệm điểm rrùng 
phùng. Động điểm M và điểm trùng phùng của nó pắn với hệ quy chiếu 
-Z' trùng với nhau lúc 7, nhưng quỹ đạo của chúng sau đó lại khác nhau. 
ky ` xã % * Ê: s s z Ẫ Ỷ Z” SÀ % j. 
Bằng sự loại suy, ta cũng sẽ gọi “- là hệ kín ràng phùng với hệ mở .⁄ ở 
thời điểm 7. 
Z * ` »x `. h ^“ ”® ~ ~ ^ kẢ 
Hệ kín mà vào thời điểm / , được cấu tạo bởi cũng những phần tử 
vật chất của hệ mở , được gọi là hệ kín tràng phùng của “⁄. 
Các định luật cơ học và nhiệt động lực học có quan hệ với các hệ kín. 
chúng xác định cách mô tả LAGRANGE. 


Hoặc như ta đã thấy ở chương T, sự mô tả tự nhiên một dòng chảy được 
suy ra từ các thông tin xuất phát từ các bộ thu cố định lại là phép mô tả 
` „ 2+ T*IÃ ° và .+ } # Z Ấn (D2: 

Euler. Vì vậy, ta phải diễn tả sự biến đổi của ⁄⁄ˆ theo các dữ kiện Euler. 


1.3. Nội năng riêng và lưu lượng đối lưu 


1.3.1. Nội năng riêng 

Đồng chảy được xác định bởi một tập hợp các đại lượng cực bộ ; các đại 
lượng nàylà xác định tại mỗi điểm như áp suất. vận tốc và nhiệt độ và gọi 
là các đại lượng cường tính, đối lập với các đại lượng quảng tính, chúng 
là xác định trong một hệ xác định. 
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vô, 
9S SỐ 


mặt chứa các hạt lúc ? + ð¡ 


| SE 

X yên 

TU ¿({ Pnlỗt s. 
TA... 


P 
mặt chứa các hạt lúc 
H.2b. Vớn động của một mặt chúa 
hạt ; mặt bị chất lóng “kéo theo". 
Khối lượng M của chất lòng, giới 
hạn bới mặt chuyển động này, là bất 


biến với thời gian. 


b) sự truyền vật chất 
qua mặt Ð cố định 
giới hạn bởi hệ S. 


t⁄ 


DI GID  EREC 


H.3. Hệ mớ ⁄ được giớt hạn bởi mặt 
kiếm tra cố định 3 — vẽ chấm chấm. 
aA. Hệ mở + và hệ kín" trùng với 
⁄ Híc tạ, Ðb. Lúc tạ+d', các hệ 


này không còn tràng với nhau Hữa. 


Về một thiết bị trao đổi nhiệt : 
đại cương và các định nghĩa 


ˆ 2 “^”, ` ^?: .^ 
†.1. Mô tả thiệt bị trao đôi nhiệt 
Một thiết bị trao đổi nhiệt được cấu tạo bởi hai ống dẫn Œ¡ và C; tiếp 
xúc nhiệt với nhau, có tiết diện đều diện tích bằng $¡ và $2, trong đó có 
hai chất lỏng #j và #2 ở nhiệt độ khác nhau chảy qua (hình T). 
Chúng ta chấp nhận các giả thuyết đơn giản hóa sau : 
*® hệ toàn bộ được cô lập về nhiệt với bên ngoài ; 
*® các chất lỏng là không chịu nén ; 
*® nội năng của một khối lượng của chất lỏng chỉ phụ thuộc vào nhiệt độ 
7 của nó và lân cận 7, có thể được tính bởi biểu thức. 

U =mcŒT — Tạ) 

với quy ước, nội năng bằng không ở nhiệt độ 7ạ (v. áp dựng l). 
* Nhiệt dung riêng c tại mỗi điểm đã biết. 
» Có một "chất dẫn nhiệt tốt” giữa các ống dẫn hai chất lỏng. 
® Dòng chảy một chiều (chỉ có một kích thước) : các đặc trưng nhiệt động 
học và cơ học của chất lỏng giả thiết là đêu trên mội tiết diện thẳng của 
ống dẫn (*), 
® Vận tốc của mỗi dòng chảy không phụ thuộc vào thời gian. 
s Giả thiết chất lỏng là lý tưởng và bỏ qua các thay đổi nhỏ của độ cao. 
Theo hệ thức BERNOULLI, các áp suất , và Ð là đều đối với mỗi ống 
dẫn (có tiết điện đều). 
Chất lỏng #¡ vào thiết bị trao đổi nhiệt ở nhiệt độ 7¡„ và ra khỏi đó ở 
nhiệt độ 7Ị,. Tương tự, chất lỏng #2 vào ở nhiệt độ 72„ và ra ở nhiệt độ 
T›¿. Ta giả thiết 71„ >7», : chất lỏng { nguội đi và 5 nóng lên trong 
thiết bị trao đổi nhiệt. 


1.2. Hệ mở và hệ kín 


Các định nghĩa này đã được đưa ra trong nhiệt động lực học và trong 
cơ học 


1.2.1. Các định nghĩa (nhắc lại) 

Một hệ là kín nếu nó không trao đổi vật chất với bên ngoài. 
Một hệ là mở, ngược lại, có thể trao đổi vật chất với bên ngoài. 
Cụ thể là : 


* một hệ mở không được xác định bởi một tập hợp xác định các hạt vật 
chất. mà bởi một ranh giới mà một dòng vật chất có thể đi qua (hình 2a). 
Ranh giới Ð giới hạn một hệ mở, được gọi là mặt kiếm rra là đứng yên 
trong hệ quy chiếu nghiên cứu ( x. chương 2, § l.3); 
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vật liệu cách nhiệt 


vật liệu dẫn nhiệt tốt 
H.la. Thiết bị trao đối nhiệt : ta giá 
thiết rằng trong thiết bị, chất lòng †Fì 


nguội đi, và chất lông F) nóng lên. 


(*) Ta hãy nhớ rằng dòng cháy 
một chiều là một sự lý tưởng hóa 
các dòng cháy thực : vận tốc của 
chất lỏng bằng không ở sát thành 
ống, và tốn tại một lớp giới hạn 
(mà độ dày phụ thuộc vào độ nhót 
của chất lòng), bên trong lớp này 


vận tốc là không đồng nhất. 


mặt kiểm tra 


H.2a. Chết lóng ải qua mặt kiếm tra 
cố định trong hệ quy chiếu nghiên cứu. 


e® một hệ kín được xác định bởi một tập hợp các hạt vật chất (.2b). Biên 
giới š” giới hạn một hệ kín, gọi là mặt chứa các hại, chuyển động trong 
hệ quy chiếu nghiên cứu : các điểm của mặt *” dịch chuyển với vận tốc 
bằng vận tốc cục bộ của chất lỏng (x. chương 2, §1.3) 

Thiết bị trao đổi nhiệt mà ta nghiên cứu tạo thành một hệ mở. Ở mỗi thời 
điểm hệ được cấu tạo bởi các ống dẫn và bởi chất lỏng ở bên trong, và hệ 
được giới hạn bởi chiếc vỏ đoạn nhiệt và bởi các tiết diện vào và ra của 
hai ống dẫn (ñ.3) 


^ 2 ` - z gIẾ ~ “ ` ` 
1.2.2. Hệ mở Z và hệ kín ⁄⁄ chồng khít nhau (trùng phủùng) 
Kí hiệu .⁄ là hệ giới hạn bởi mặt kín cố định > gọi là mm! kiếm tra (h.3) ; hệ 
được cấu tạo bởi thiết bị trao đổi nhiệt, các ống dẫn và chất lỏng chứa ở bên 
trong. ⁄⁄ là một hệ mở, vì đã có sự truyền vật chất qua mặt cố định 3. 
Ở thời điểm rạ. các ống dẫn và chất lỏng nằm trong 4 có thể coi là một 
hệ vật chất kín được kí hiệu là 4ˆ: hệ này được xác định bởi một mặt 

* _ : R “ Ậ ~“ › ~⁄ › 

chứa các hạt » . mà các điểm dịch chuyển với vận tốc của chất lỏng 
(x. chương 2, š1.3) 

sk š và _ no + 3 
và ⁄ trùng nhau (chồng lên nhau) ở thời điểm /¿, nhưng sau đó lại 
biến đổi một cách khác nhau : 
® ⁄ vẫn được giới hạn bởi một biên giới bất động Ð, và các nguyên tố 
chất lỏng chứa trong đó được thay thế dần dân bởi các nguyên tố chất 
lỏng khác : 

4: SỈ ấ% „ K z ^*, ^ ¬ kh¬ A/ ) Ä 

® ⁄“ được cấu tạo bởi các ống dẫn bất động và bởi chất lỏng chuyển 
động. Biên giới của nó bị biến dạng theo thời gian, nhưng nó vẫn gồm các 
nguyên tố chất lỏng cũ (ñ.3). 
Chúng ta đã gặp một tình huống tương tự trong động học chất điểm. Để 
biểu thị mối quan hệ giữa các vận tốc của một động điểm, do các quan sát 
viên gấn với hai hệ quy chiếu đo được, ta đã đưa ra khái niệm điÕn tràng 
phàng. Động điểm M và điểm trùng phùng của nó gắn với hệ quy chiếu 
-Z' trùng với nhau lúc 7, nhưng quỹ đạo của chúng sau đó lại khác nhau. 

' ` _ . Tự ` 4 z x ` r “ 3/23 
Băng sự loại suy, ta cũng sẽ gọi ⁄ˆ- là hệ kín rùng phùng với hệ mở ở 
thời điểm ¡. 

^ “ + ` ` `« . R ^“ 1” ~ ~ ^ k4 
Hệ kín Z mà vào thời điểm / , được cấu tạo bởi cũng những phần tử 
vật chất của hệ mở ⁄, được gọi là hệ kín tràng phùng của 2. 

Các định luật cơ học và nhiệt động lực học có quan hệ với các hệ kín, 
chúng xác định cách mô tả LAGRANGE. 

Hoặc như ta đã thấy ở chương T, sự mô tả tự nhiên một dòng chảy được 
suy ra từ các thông tin xuất phát từ các bộ thu cố định lại là phép mô tả 
= ` Đế Na : vưZ g2 cà * Ề Và 

Euler. Vì vậy, ta phải diễn tả sự biến đổi của ⁄⁄ theo các dữ kiện Euler. 


1.3. Nội năng riêng và lưu lượng đối lưu 


1.3.1. Nội năng riêng 

Đòng chảy được xác định bởi một tập hợp các đại lượng cục Độ ; các đại 
lượng nàylà xác định tại mỗi điểm như áp suất, vận tốc và nhiệt độ và gọi 
là các đại lượng cường tính, đối lập với các đại lượng guảng tính. chúng 
là xác định trong một hệ xác định. 
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bỒ 
TN 


„` 


mặt chứa các hạt lúc / + ði 


L8 2 Ỷ 


mặt chứa các hạt lúc r 

H.2b. Vớn động của một mặt chứa 
hạt : mặt bị chất lòng “kéo theo”. 
Khối lượng M của chất lóng, giới 
hạn bới mặt chuyến động này, là bất 


biến với thời gian. 


b) sự truyền vật chất 
qua mặt Ð cố định 
giới hạn bởi hệ Š. 


t+ 


H.3. Øệ mở .⁄ được giới hạn bởi mặt 
kiếm tra cố định Š — vẽ chấm chấm. 
a. Hệ mớ 2 và hệ kín trùng với 

7F “ “ ., ^ 
2 lúc tạ, Ð. Lúc  t1y+dL, các hệ 


này không còn trùng với nhau Hữa. 


si 


Trong trường hợp đang nghiên cứu, ta không thể xác định được "nhiệt độ 
của hệ /⁄“ vì nhiệt độ này thay đổi một cách liên tục từ điểm này qua 
điểm khác của hệ. Để xác định nội năng của 4⁄ (hay của ⁄), ta phải 
"cắt" hệ ⁄⁄ thành một số rất lớn các hệ con, xác định ở hang trung mô, 
phải đủ nhỏ để chúng được coi là đồng nhất, và phải đủ lớn để khái niệm 
nhiệt độ còn có ý nghĩa. 

Ta hãy xét ở lân cận của điểm 4ƒ một phần tử trung mô vật chất có khối 
lượng ð/:. Hệ này có thể tích ðV, nội năng öU và nhiệt độ 7. Cần đặc biệt 
chú ý rằng ta đã dùng các ký hiệu ŠV và ðU mà không dùng Šð7: đó là vì 
khi lượng vật chất đang xét trở thành rất nhỏ thì các đại lượng quảng tính 
tiến tới không. còn các đại lượng cường tính lại vẫn bất biến. 

Chẳng hạn đối với một phần tử chất lỏng #J :ðU =öme1(T — Tạ). 

Do vậy, ta có thể định nghĩa một biến số cường tính, đó là nội năng riêng 
tạ (ð U =nyổ im) ; nội năng riêng này phụ thuộc vào các điều kiện cục 
bộ và không phụ thuộc vào “kích cỡ” (khối lượng hay thể tích) của phần 
tử vật chất. Như vậy, với chất lỏng #1 :„ =c¡Œ = Tạ). 

Nội năng của ⁄⁄ có biểu thức : 


U„= llÍ.o+» : 
Dã 


Tại mọi điểm Ä⁄ của 2⁄4 khối lượng riêng p(M⁄) và nội năng riêng ứ 
là xác định, và nội năng của ⁄'còn có thể viết là : 


Du J[[nononn , 
y 


tuy nhiên người ta thường thích thao tác với biểu thức ở trên hơn, vì án 
biểu thị riêng nó là một hệ kín, mà điều này lại không đúng với trường 
hợp dr (x. áp dụng 3) 


(M) 


„” 


Tương tự như vậy, ta có thể định nghĩa các đại lượng riêng khác, như thể tích 
riêng ¿'là nghịch đảo của khối lượng riêng p :ðzn = pdt hay dt =¿ỗ0n. 

Người ta thường ký hiệu các đại lượng riêng bằng chữ thường (chữ không 
viết hoa). Trong cơ học chất lỏng, để tránh lẫn lộn với vận tốc dòng chảy 


¿y ta sẽ ký hiệu thể tích riêng là —. 
p 


⁄°ụ dụng 


Các đại lượng riêng (theo đơn vị khối lượng) — 1) Động năng của một phần tử trung mô bằng 
1) Hãy viết biếu thúc của động năng riêng, và 
thế năng trọng trường riêng của một chất lỏng 
theo hàm của vận tốc dòng chảy 0 và theo độ 
cao š của Hó. 


| › ` 3» 
ky = s”ồ 1 và thế năng trọng trường của nó : 


ðứp = øzŠÖ/¡ (nếu theo quy ước, ến =0 khiz=0). 


2) Trên ví dụ của nuốc, hãy chúng tỏ rằng các 
độ biến thiên nội năng và eHtanpi riêng của một 
chất lông không chịu nén là gần như bằng nhau. : L 
Hãy viết biểu thức của chúng theo hàm của — Vậy các năng lượng riêng tương ứng bằng : 
nhiệt dung riêng c của chất lông. 

Với nước, c=4.2 kJ.KT! kg] T®ù 


ñ 
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2) Nội năng U của một hệ lỏng phụ thuộc vào 

hai biến số: Ø (7, V). Nếu hệ là không chịu nén, 

V là không đổi thì nội năng chỉ còn phụ thuộc Nếu A7=1K thì : Az 

vào nhiệt độ 7. Trong một miền nhiệt độ giới 

hạn (với một khối lượng m của chất lỏng) , điều p 

này được thể hiện bởi định luật qucn thuộc. — VỚI : 
U= me(T —Tạ), hay Aw =cÁT. P 


Trong trường hợp của nước, p = 100.10” kg.m Ở. 


=4.2 kl.kg }, 


m 


Ta thu được một độ biến thiên bằng nhau của 


P ` AP=42.10°Pa. 
H=U+PV hay h=un+—. Do đó, vì p : 
p Vậy, với các áp dụng thông thường, ta có thể bỏ 


T Ị uc Về gật TẾ ốc 
không đổi, nên: Am =emAT+—Ap qua các biến thiên của — và. Am, z Am # enẤT. 
p 


1.3.2. Lưu lượng khối (nhắc lại) 

Như đã biết, lưu lượng khối D„„ của một chất lỏng đang chảy qua một 
điện tích 3, bằng khối lượng đi qua diện tích đó trong một đơn vị thời 
gian, và với một khoảng thời gian ði, ta có : õm:= Dmỗt. 

Nếu dòng chảy là một chiều, thì lưu lượng khối qua một tiết diện thẳng 
điện tích Š của một chất lỏng, có khối lượng riêng p và có vận tốc chảy ø, 
có biểu thức (1.4) Dạ =puSŠ. 

Trong ví dụ đang nghiên cứu, và theo hệ thức trên thì các vận tốc ø¡ và 
ø; của chất lỏng là đều với mỗi ống dẫn. 


1.3.3. Lưu lượng đối lưu của nội năng 


Chất lỏng đang chảy vận chuyển theo nó không chỉ khối lượng mà còn 
năng lượng. Lưu lượng nội năng \; qua một tiết diện 5 bằng lượng nội 
năng đi qua tiết điện đó trong một đơn vị thời gian. 

Một lưu lượng có sự vận chuyển vật chất tham dự gọi là lưu lượng 
đối lưu 

Sự phân biệt như trên là quan trọng, vì có thể còn nhiều dạng truyền năng 
lượng khác qua một diện tích : sự dẫn và sự bức xạ. 


1.3.4. Hệ thức với lưu lượng khối 
Xét khốt lượng ôm của chất lỏng, có nội năng ỗU, đi qua một tiết diện cho 
trước, trong thời gian ði. 
Ta có : ỗU =umỗm= uaDmỗt và từ đó, ta suy ra giá trị của lưu lượng 
Đụ của Ù : 

Đụ =#=mĐm. 


Trong trường hợp đang nghiên cứu, lưu lượng vào của nội năng qua tiết 
diện vào của chất lỏng 7/1 bằng : 


H.A. Lưu lượng khối. Chất lông đi qua 
=cI (ae — To) Đa - tiết diện thẳng có diện tích S trong thời 

gian đt được chúa trong một hình trụ 
Để đơn giản hóa các ký hiệu, ta bỏ chỉ số m đi ; từ nay về sau w sẽ Chỉ — có thểtích S 0dt(S VHÔNg góc với vận 
nội năng riêng. tốc Ö của chất lòng). 


DỤ 


le 


` 


1.4. Cân bằng (bilan) năng lượng 


1.4.1. Nguyên lý thứ nhất của nhiệt động lực học 


Dựa vào nguyên lý thứ nhất của nhiệt động lực học (liên quan đến các hệ 
+ sÀ ca Lộ zx TT “ ~“ 22.) ? t _ 
kín). ta hãy thực hiện một sự cân bằng năng lượng đối với hệ kín ⁄⁄ giữa 

hai thời điểm gần nhau f và ¡ + di. 


À › * “ , > & 
Năng lượng toàn phần ý của ⁄ được xác định bởi  =U+#g tí, 
trong đó Ư là nội năng, là động năng vĩ mô và ý, là thế năng vĩ mô. 


Đối với ⁄⁄ˆ.. sự cân bằng năng lượng được biểu thị bởi dứ =öW+ôQ. 

trong đó õW là công của các ngoại lực không dẫn xuất từ ến Và ŠØ là 
* à VÀ 

năng lượng do .⁄⁄ nhận được qua sự truyền nhiệt. 


*® Trong trường hợp đang nghiên cứu, động năng là không đổi và các biến 
thiên của thế năng trọng trường được bỏ qua, tì có : 


À À A PA “ Di 
đÄ[U =ðöW + nhưng nhớ rằng cân bằng này liên quan tới 2 
® Các thành bên ngoài của các ống dẫn là đoạn nhiệt. Hơn nữa, nếu ta bỏ 
qua sự truyền nhiệt bằng dẫn nhiệt trong các chất lỏng qua các tiết diện 
vào và ra, thì số hạng trao đổi nhiệt Q bằng không. 

Z . z KÃ x :.V ^ nh 2 ` ⁄ Z “ 
® Các ngoại lực có khả năng cung cấp công cho chỉ là các áp lực tác 
dụng lên các tiết diện vào và ra. Các công suất của chúng là : 

Re và Đ 5: ¿ạ, là dương, ở ngang các tiết diện vào ; 
= 800i và: =Ð 5% ø:, là âm, ở ngàng các tiết diện ra. 
Do vậy công suất toàn phần và công ðW bằng không. 
` ¬.. ca .—.. : x. 
Ta chỉ còn phải biểu thị rõ dỮ đốtvới theo các biến số Euler. 
1.4.2. Độ biến thiên nội năng của .⁄ 
U„. có thể biểu thị như tổng nội năng của các phần tử của hệ : 
U„ = Ung + vật dẫn nhiệt lùng IS Đang BÀI, 


Nghĩa là. theo hàm số của nhiệt độ 7(M, f) và của nhiệt dụng riêng c(M) 
tại mỗi điểm : 


U„ = J|[-ttruoan với c(Mƒf)= c¡ trong /j, v.V... 
7 


từ đó : 


dữ, T(M,t S2 _ :Ả ¿ 
m = lÍ (“được giới hạn bởi mặt kiểm tra > cố định). 
f Cí 
⁄ 


Tích phân được lấy cho toàn bộ thể tích của bao gồm các ống dẫn, vật 


dẫn nhiệt, và chất lỏng chứa ở trong đó lúc r. 


1.4.3. Độ biến thiên nội năng của .⁄ 

và 7 trùng với nhau ở thời điểm 7, nhưng lại lệch nhau lúc 7 + d/ (ñ.5) 
Tại thời điểm: U ~ứ)= U„(). 

Tại điểm thời r+dr: U xứ +d)=z +dr)+öÚIy +ồUay =ỗUI¿ =ỗ 2y, 
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a) 


Hã. Biến đối của hệ kín Z7”; 


Š0n = Đndtÿ ðma = Dụ¿dt với 
và. Địa là các hm lượng khối đi ra. 
a. Ở thời điểm t 


b. Ớ thời điểm † + út. 


ml 


, 


với ký hiệu Š¡, là nội năng chứa trong phản tử Z¡, có khối lượng özm,, 
đi ra khỏi thiết bị trao đổi nhiệt trong thời: gian dự, õj¿ là nội năng của 
phân tử #2, có khối lượng özn đi vào thiết bị trao đổi nhiệt trong thời 
gian đ, v.v... (h.5). 
Ta có thể biểu thị các öU theo các lưu lượng khối Đm, và Đm, và theo 
các nội năng riêng của các chất lỏng ở đầu vào và ở đầu ra của thiết bị 
trao đổi nhiệt : 

ö¿ =ð mg = Dạ, Hydí V.V... 
Ta thu được : 
Ú_x(t+di)—=U „ (Œ)=U„ứ +ử)—~U„@)+ Ly (ý — tle)+ Đạ a5 — Hay) |df , 
hay : 


ỦƯ vê. qUz 
ng Địm, (ý — Me) + Da, (2y ~Hae)- 
biến Nhà) biến thiên 
+ z 
cục bộ đối lưu | 
Theo hàm số của các nhiệt độ : 
dỮ x _ dUz 
Pn cm E8 lở DĐ, € (ý ~ Tịy) + Dị, ca (2y — T24) - 


Đm, (Hy —¿) + Đm, (2y — s„) biểu điển tổng (đại số) của các lưu lượng 
đối lưu đi ra của nội năng, và từ đó, La suy ra : 
QHợyh- sử 


Ưà sẻ - đề ý vu 3Ÿ nh ng 
: '.a (lưu lượng đối lưu toàn phần đi ra của nội năng) 
f f 


Chủ ý - 


Lượng biểu thị cái gì 2 Đó là độ biến thiên của nội năng liên quan 


di 
đến một hệ kín, nghĩa là một hệ được giói hạn bởi một mặt có chúa hạ. 


Ta có thế biếu thị lượng này trực tiến? dưới dạng (là đạo hàm toàn 


Di 
phần của U ; x. chương 2, §1.3). 


1.4.4. Biểu thức EuLER của phép cân bằng năng lượng 
Bằng cách tập hợp các kết quả trên lại, ta có thể biểu thị phép cân bằng 
năng lượng bằng các đại lượng EULER : 
dŨ > “.. 
“di đ 
hoặc là theo hàm của nhiệt độ : 


èT : 
lll 0955 TG: the — cm + ĐC — Tịe) + Dạ, ca (2y — Tay) = 0 


l lì, (1s ~ 1e) + Đìm, (2y —Ha.)=0. 


(giả tiết các chất lỏng không chịu nén) 


1.4.5. Trường hợp của chế độ không đổi 


Chế độ chảy là không đổi nếu mọi đại lượng EULER không đổi theo thời 


gian ; ở đây điều này được biểu thị bởi kế =0. 

cf 
Cần đặc biệt phi nhớ rằng đặc tính không đổi chỉ liên quan đến. “ mà 
không liên quan đến .Zˆ : các phần tử chất lỏng khác nhau của Di thấy 
nhiệt độ của chúng thay đổi theo thời gian. 


z 
2z, 


© 


Phép cân bằng năng lượng trở thành : 
Dm,€t( — Tịy) + Dm,ca 2y — Tay) = 0. 


Trên phương diện của riêng chất lỏng #j, thao tác chỉ là, trong khoảng thời 
gian di, phải đưa nhiệt độ của một khối lượng ỗzm, = Dm,dr từ 7i, lên 71s. 


Do vậy Dm,cj(iy —7ị.)df và Dị c¿(2; — Tạ;) , biểu thị các độ tăng nội 
năng của chất lồng #¡ và Ƒ; trong thời gian di. 


Áp dụng 2 sẽ đưa ra một mô hình trao đổi nhiệt giữa các chất lỏng để xác 
định các nhiệt độ ở đầu ra. 


⁄°ụ dụng k2 


Thiết bị trao đổi nhiệt dòng ngược 

Hai chất lỏng 24 (nóng) và 22 (lạnh) chảy 
ngược chiều nhau trong hai ống dẫn riêng biệt 
và tiếp xúc nhiệt với nhau (h.6). Ta xác định vị 
trí x của một tiết diện nằm giữa O (điểm A) và L 
(điểm B). 

%2, có nhiệt dung riêng c¡, chảy từ A đến B với 
một lưu lượng khối Dm, và trong chế độ không 
đối, nhiệt độ của nó biến thiên theo một định 
luật TỊ(x). Cũng vậy, ta định nghĩa cạ, Dạ, và 
Tạ(x) đối với ⁄4 (h.6). 


: chờ h K=- 
H.6. Thiết bị trao đối nhiệt dòng ngược. 
#4 đi vào tại A ở nhiệt độ TỊA, đã biết, và đi ra 
tại B ở nhiệt độ Tịp.42 đi vào tại B ở nhiệt độ 
đạp, thấp hơn TA, đã biết, và đi ra tại Aở 
nhiệt độ Tạ. 
Giả thiết sự trao đổi nhiệt giữa hai ống dẫn tuân 
theo một định luật tuyến tính. Công suất nhiệt 
đụ do một đoạn dài dx ở cùng mức của 414 
nhường cho 1⁄2 bằng : 

dZtn = GỨI -Ta)dx. 
1) Hay viết cặp hai phương trình vì phân theo 
Tị(x) và T(*x). 
2) Xét trường hợp trong đó Đm,c¡ = Đm,ec; = De. 


a) Hãy xác định TạuA và nghiệm lại một cách 
định tính kết quả bằng cách làm thay đổi các 
thông số L, D, c và Ơ. 

b) Hãy xác định công suất do 22 nhận được ở 


ngang múc với thiết bị trao đối nhiệt. 


1) Khi chế độ không đổi đã được thiết lập thì 
nhiệt độ của các chất lỏng chỉ còn phụ thuộc vào 
x thôi. Ta hãy viết phương trình cân bằng năng 
lượng cho hệ kín cấu tạo từ một phân tử của ⁄⁄4 
(tương ứng 4⁄2 ), có khối lượng ôm và chiều dài 
ôx (h.?). 


Ở thời điểm r, phần tử có hoành độ x và nội năng 
của nó (nếu đặt (7q) = 0) là : 

õUI\Œ) =õm c(T(x)— Tạ) 
(tương ứng õ2() =ðm cạ(T(x)~ Tp). 
Ở thời điểm ¡ + đr, phản tử có hoành độ 
x+øidr, và nội năng của nó là : 

ồ Uứ + đ) =õ mei(T(x + 01để) — Tạ) 
(tương ứng õ Ứ›( + đf) =ồmca(T(x — 0»2đ£)— Tạ). 
Nếu bỏ qua công của các áp lực thì sự biến thiên 
của 6U chỉ do sự truyền nhiệt trên chiều đài ỗ x : 

đT 

ỗmet — viết =G(T;(x)— TỊ(x)) Šx 
(tương ứng : 


ỗmca . )dr =—=Œ2(x)- TỊ(x))ỗx, 


cẩn thận với các dấu !) 
Nếu S là diện tích tiết diện của ống dẫn : 


ồmui =pị Sỗxu = pỊị Su Šx= Dm Šx, 


từ đó ta có phương trình vị phân ; 


dT: 
Tương tự, ta cũng thụ được Dụ,cạ—Ẻ =-G( -T›) 
Nà, văn 


(hãy cẩn thận với các đất: }). 


ỗx 


bà 4+ múi * 
H.7. Biến đối của một phân từ của 2. 
QE I 


Dịn,€ Địn Có 
3120) Đã 2S TẾ Vốn 
G 6 


với một chiêu dài), Ð =7 - 72 và  =71+†›. 


'P UIT : 
= (đồng nhất 
G 


Lấy tổng và hiệu của hai phương trình trên, ta có : 
Àd0 d 
C0 ý0y2ˆ ea ty 


dy dv 


1.5. Tổng quát hóa 


từ đó cho Ô không đổi và \ =q . 
Nếu viết 7¡(0)=7la và 72(L)=7T›g, ta thụ 
được Ð, sau đó 754 =71x —8.. nghĩa là : 


T›a tiến lại gân 7¡x nếu ^ tiến tới Ở. Dễ dàng 
thấy rằng tình huống này xảy ra nếu làm cho sự 
trao đổi nhiệt dễ dàng hơn, điều này có thể thực 
hiện được với ⁄ lớn, Ở lớn hoặc Ð nhỏ. Các 
nhận xét trực giác này phù hợp tốt với kết quả 


tính toán. 


b) Đối với ⁄2. thao tác tương ứng là, trong thời 
gian đí, phải đưa một khối lượng mm = Địy, di 
từ nhiệt độ 75 lên nhiệt độ 7›4. do đó thu một 
năng lượng bằng Dạy c2(75A — Tạg)di. 

Vậy, công suất nhiệt do ⁄4 nhận được bằng : 


th = Đm,C22A ~ 72g). 


Các phương pháp đã sử dụng cho phép cân bằng nội năng của thiết bị trao 
đổi nhiệt có thể mở rộng ra cho các đại lượng quảng tính khác như cơ 
năng hay các đại lượng vectơ như động lượng và mômen động lượng. 


1.5.1. Đại lượng tính theo đơn vị thể tích 


Với mọi đại lượng quảng tính, ta kết hợp một đại lượng theo đơn vị thể 
tích tương ứng là một vô hướng hoặc một vectơ ; đo vậy ta thu được bằng 


trên nh 8. 


đai G đại lượng theo đơn vị 86=xzềt 
SUIUCNG thể tích g, d0 22, 
nội năng tứ ŠồU =uyðt 
Bị 
entanpi #ƒ hy ŠH = hồn 
—+— 
cntrôpi Š $v ồS= svồt 
3 J ch Ị 
động nàng ¿¿ Sa ð/k . 
2 2 
Hi — 
động lượng 7 pDẺ ồpj=p/ðt 
mômen động lượng pFAIP Šö Lo =pŒ ^A U)ồt 


H.8. Dáúi lượng theo đơm vị thế tích. 
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1.5.2. Đại lượng theo đơn vị khôi lượng 

Với mọi đại lượng quảng tính, tì kết hợp với một đại lượng theo đơn vị 
khối lượng tương ứng là một vô hướng hoặc một vectơ ; do vậy ta thu 
được bằng trên ñình 9. 


E 
| : đại lượng theo đơm vị 
dại lượng Œ Ï l6sg : ỗŒƠ =gỗm 
khối lượng ø | 
Í ` J. 
nội năng tuy ŠU = Hồ m 
Rị : : ị 
entipam NN ŠH = hyuỗ m 
cntrôpl S #m ỗŠ = squổ 0 
L + : I ¬ 1 
động năng ék LỀP ky = lề löm 
2 T, 
động lượng ? lộ | ồjp=rồm 
mômen động lượng „ÿ FAU ðly =ŒÈ A Đồ 
H.9. Đại tong theo đơn vị khối lượng. 
“Z 
Đạo hàm toàn phần DG - ếp 
: S Sể p ' : cm, pdr + #m “tụy 
của một dại lượng quảng tính ết 
Quế) “dễ „ „ T „ v V 
Trong tiết 1.3 của chương 2, ta đã thấy rằng 
` ` À DG , . 5 + _ 
đọo hàm toàn phần Thờ của đại lHỌHg quảng + diY(0mÐU)dt. 
lị 
tính Œ bằng: 
Ô biến thiê Ô biến thiê êg ẾP : 
DỚƠ _ |đô biến tiến _ độ BIẾN thiên " [ÍÍÌ nh Ð + tạm _ + dhUgnpt | 
Di cục bộ đối lưu (Lai lân 
V 
99M.) : : 
¬: +qQĐsv,.(P.0)(P.1).NdS Từ phương trình bảo toàn khối lượng 


$ li 
Sa tdVbni )=0.cho ta: 


tới gy /à tật độ theo thế tích của Œ, ỗỞ = gvồt. 


% 


š › : ¬.... 1... 
Bảng cách sứ dụng hệ thức trên, hãy tính Tr Hiếu ml" ễm n_ #mdiVCp¿)+divnpe Jưc 


dùng gạy (mật độ theo khối lượng của Ở), 


x JlÍ% » Vì div(/ = £divÄ + pradƒf.A. uíthú được : 


Hãy xác nhận lại 


; DŒ là. ] 
| : = [ÍÍi SH + ÿ, prad gi jPh . 
Đại lượng quảng tính Ở được xác định bởi : Di ếI 
V 


Ớ= lÍÏ-.e+oe = lÍÏ-.‹«' P(M,/)Ẩf- Biết biểu thức của đạo hàm toàn phần nên kết 
V V 


kề cuối cùng là : 


Hệ thức trên cho : 


DG : Ếm S“c đc , 
ml 3 (êm PL +{PnpD,ÄS, mrc l|| mm với Ớ= lÍÏ:.°“- 


. 
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Chú ý : 

Hệ thúc rất đơn giản trên đây của áp dụng 3, khi thiết lập các cân bằng, 
phải dẫn ta tới lập luận không những với các phần tử khối lượng ồ m (các 
hệ "kín" ) mà cả với các phân tử thể tích (các hệ “mở"). 

Các phân từ khối lượng ồm là các hạt chất lỏng đã thấy ở chương l, §1.2.3. 


1.5.3. Lưu lượng đối lưu của một đại lượng quảng tính 

Lưu lượng Dc gửi qua một mặt Š của đại lượng quảng tính G bằng 
số lượng của Œ đi qua Š trong một đơn vị thời gian. 

Lưu lượng của Ở có sự vận chuyển vật chất tham dự gọi là lưu lượng 
đối lưu. 

Khối lượng chất lỏng ôm đi qua một tiết diện 5 trong thời gian đ/ bằng 
D„„dr. Theo định nghĩa của øm (riêng, theo đơn vị khối lượng) thì lượng 
Ở mang bởi ồm bằng ỗỞ =gmÐạd:. Từ đó, ta suy ra giá trị của lưu 
lượng của Ớ : Đẹ = gmĐÐm. 

Trong trường hợp một dòng chảy một chiều, lưu lượng đối lưu của 
một đại lượng quảng tính G được biểu thị theo hàm số của lưu lượng 
và của đại lượng riêng øm bởi Dg = #@mĐÐm: 


- Để luyện tập : BT1 


1.5.4. Phép cân bằng 
Như đối với ví dụ đã giải quyết trên đây, chúng ta sẽ phải áp dụng các 
định luật của cơ học hoặc của nhiệt động lực học được phát biểu cho các 
hệ kín, trong khi các dữ kiện của ta lại liên quan tới một hệ mở 7. 
Khi đó, ta sẽ xem hệ kín .Z” như trùng với hệ .Z ở thời điểm /, sau đó 
thực hiện một phép cân bằng của sự biến đổi số lượng của đại lượng 
LG, h , 
quảng tính Ở (vô hướng hoặc vectơ) chứa trong .⁄ giữa hai thời điểm vô 
cùng gần nhau. Ta sẽ không có ý định thiết lập một định luật tổng quát, 
mà sẽ chỉ thực hiện một phép cân bằng phù hợp với từng ví dụ cụ thể. 
Chỉ có phương pháp là điều cần nhớ (chứ không phải một công thức 
bất kỳ nào !!). 


2 Các cân bằng động lượng 


2.1. Định lý về động lượng 
Ta hãy nhắc lại định lý về động lượng đối với một hệ chất điểm .. 


2.1.1. Động lượng hay kết thức động học 

Động lượng của một hệ chất điểm bằng tổng động lượng của các phần tử 
của hệ. 

° Với một hệ chứa N hạt có khối lượng z, và các vận tốc ø;, động lượng 
bằng : 


.. 


® Đối với một hệ liên tục, như một chất lỏng. một phản tử thể tích nằm lân 
cận một điểm ⁄ có động lượng nguyên tố djø= £(M)dm và động lượng 


của hệ bằng : 
D= lÌG )din . 


hệ 
* Nếu mọi điểm của hệ, mà khối lượng toàn phần là /¡, đều có cùng một 
vận tộc ¿ thì : 

Dp=1mÓ0. 
* Động lượng riêng tại một điểm bằng vận tốc của dòng chảy tại điểm đó. 
Do vậy. lưu lượng đối lưu của động lượng qua một diện tích được biểu thị 
theo hàm số của lưu lượng riêng Đ„, và của vận tốc ¿'. 
Đối với mỗi thành phân đêcác: D,„ =zv Đa. 


Dn =D 


hay dưới dạng vectơ : 


"1" 


2.1.2. Phát biểu định lý 

Đạo hàm theo thời gian của động lượng của một hệ chất (hệ kín) bằng 
tổng hợp các ngoại lực tác dụng vào hệ đó. 

* Nếu hệ quy chiếu nghiên cứu là hệ Galilé thì các ngoại lực là do tương 
tác với các hệ khác. Trong trường hợp ngược lại, ta phải thêm vào các lực 
quán tính. 


* Tổng hợp các sôi 1ực bằng không. 


2.2. Ví dụ về cân bằng động lượng : 
lực đẩy của một tuabin phản lực 


2.2.1. Mô hình đơn giản hóa 


Tuabin phản lực được gắn trên một máy bay (.10), chuyển động tịnh tiến 
so với bầu khí quyển : may =—j£¿ là không đổi. Từ nay ta hãy biểu 
thị mọi đại lượng trong hệ quy chiếu của máy bay. giá thiết là galié. 
Không khí đi vào động cơ phản lực với một vận tốc ở =¿q¿¿, sau đó bị 
nén lại.Các khí phát ra từ sự đốt cháy được giãn nở trong một ống tuyc. 
Chúng cung cấp năng lượng cân thiết cho sự vận hành của máy nén. rồi 
cuối cùng được phụt ra với một vận tốc ¿5 =¿/»,. 

Trong mô hình đơn giản hóa của ta, ¿¡ và 7: được giả thiết là đều trên 
các tiết diện vào và ra #¡ và Ð¿ (ñ.1]). 

Nếu ta không kể đến các cuộn xoáy. ta có thể chấp nhận dòng chảy của 
các chất lỏng là không đổi (trong hệ quy chiếu của tuabin phản lực) và áp 
suất ở các mặt vào và ra bằng áp suất của khí quyển bao quanh. 

Ký hiệu Du là lưu lượng khối cửa không khí đi vào nghĩa là khối 
lượng của không khí đi vào tuabin phản lực trong một đơn vị thời gian. 
Nhiên liệu là dầu hỏa được giả thiết cấu tạo bởi đôđêcan C¡a2H»¿ có khối 
lượng phân tử 4ƒ = 170 g.mol”Ï, Không khí là hỗn hợp của 20% khí oxy 
O+ và 80% khí nơ N¿ ; cần 18,5 mọi khí oxy, tức 2,664 kg không khí 
để đốt cháy Imol C¡;H›,. 
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tuabin phản lực 
vận LỐC ¡ = rẻ, 
của máy bay 


H.10. Tuubin phán lực gắn trên một 
máy bay, 


+ 


liên kết với máy bay 


máy nén tuyẻ 


buồng 
đốt 
không khí vào 

nhiên liệu 
H.11. 745i" phán lực. 


Hơn nữa nếu giả thiết lưu lượng dâu hỏa bằng một nửa lưu lượng cần có 
với các tỷ lệ hợp thức thì lưu lượng khối của nhiên liệu bằng : 
— 170 

m.n.liệu — 5328 
Trong các điều kiện đó, do có sự báo toàn khối lượng của các chất tham 
gia phản ứng (chế độ không đổi), nên lưu lượng riêng đi ra bằng : 

Đmn =(l+Œ)Đm kkhní = 032m khí 

Vấn để của ta là xác định lực tác dụng bởi tuabin phản lực lên máy bay 
theo hàm số của các dữ kiện (vận tốc và lưu lượng). 


=ŒĐmkkni với œ =0,032. 


2.2.2. Phép cân bằng động lượng 

Ta hãy xét hệ mở ⁄ gồm tuabin phản lực, nhiên liệu và các chất khí nằm 
giữa »¡ và >5; ở thời điểm z 

Chị ý - 

Ta biết rằng sự cân bằng động lượng của hệ (mở hoặc kín) chỉ duy nhất 
do chất lưu, song vì các lý do đơn giản hóa, thường cũng rất có lợi, 


chăng hạn sự cân bằng các lực, là đưa vào hệ “cái vỏ vật chất” hoặc 
"bình chúa" trong đó chất lưu đang biến đối. 
Vì các đại lượng không phụ thuộc tường minh vào thời gian nên động 
lượng của .⁄ là không đổi : 
° do dòng chảy của các chất lưu là không đổi nên p(M⁄)/(M) là hằng số 
tại mọi điểm của .⁄; 
* chuyển động của các bộ phận động của động cơ phản lực (máy 
nén v.v... ) có thể giả thiết là ổn định. 
Ta hãy xét hệ kín Z”, trùng với ⁄⁄ ở thời điểm ¿. Gọi ôm; là khối lượng 
không khí đi vào .⁄ và özn; là khối lượng của chất khí đi ra khối ⁄⁄ trong 
khoảng thời gian nguyên tố d¿ (h.12). 
Động lượng của ”, bản thân nó, thay đổi. Ta hãy thực hiện phép cân 
bằng động lượng giữa các thời điểm / và/ + di : 

Pợ+ Œ) = D () 

Pựư (+ d/) = p„ứ + đ) +ỗ MU2€, = ỗmĐiểy ý 
vì 2 không đổi nên : 

0„ứ +?) = px) 

và Pự ( + đ) s Đự (Ð = (ỗ /12U2 —ðm|0I )Êy Ũ 

Thay các giá trị của ỗm vào : 
Pự* Œ+di)— Pự# Œ)= CDm raf2 ~ Dm k.khíử) )€vd, 


ta CÓ : 


đD,« ' 
sa = Đmx&khi[t)02 — 0I lếy, 


H.12. Ở thời điểm t + di, ⁄” đồng 


3 s...Dÿ 
biểu thức mà ta sẽ có thể viết —— ). ƒ VỀ: cả, LÊ ca s2 Am 
ˆ h Di nhất với ‹⁄ giảm ôm, và tăng mm; . 


2.2.3. Lực đẩy của động cơ phản lực 
Áp dụng định lý động lượng cho hệ kín MT 


d? + ` 


di = Đmhi[{#Œ) 02 — eỊ lểy = s. : 


Các lực do ngoại vị tác dụng lên ⁄” là: 
* các lực do khí quyển tác dụng lên thành ngoài bao gồm các lực áp suất 
và các lực cắt (hay lực ma sát) ; 
® lực do máy bay tác dụng lên động cơ phản lực. 
Vì các hệ .⁄ và C trùng nhau ở thời điểm z7 nên các lực tác dụng lên 
chúng bằng nhau, và ta gọi lực trực đối với hợp lực này là /ực đấy làn 
Vậy, đối với ⁄⁄, ta có thể viết : 

Tay bay» Ftui quyển—>⁄⁄ F, =0. 
Ta cũng sẽ thu được một biểu thức giống hệt nếu động cơ phản lực là một 
hệ kín mà ngoài các lực Tung bay-y Và Tuy quyển-»⁄⁄ tA SẼ tác dụng 
thêm vào ⁄⁄ một lực bằng Ƒ,. 
Vậy lực đẩy tương đương với một lực đặt vào động cơ phản lực, và lực 
này có biểu thức : 


fìý = Dị, k khi #@) 02 = tị lê: 


Nếu lưu ý rằng œ << ], ta có : 


É, =EFp1# Dmxkkhi(5 — 01). 

Để làm ví dụ, ta hãy xét máy bay bay với 300 m.s ' ở độ cao lớn, tại đó 
khối lượng riêng của không khí là 0,3 kø.mŸ. Nếu mặt vào »¡ có một 
diện tích l m” thì Ø„y =90 kg.sˆ, 

Với các giả thuyết của chúng ta, nếu ¿; = 800 m.s Ì, thì lực đẩy của động 
cơ phản lực bằng 4/5.I01N (4.5 tấn"), và mỗi giây nó tiêu thụ 2,9 kg 
nhiên liệu. 

Chủ ý : 

* Giá trị của 0y có thể thu được từ tÝ số nén, và các xem xét nhiệt động 
lực học. Có thể tham khảo lại các bài tập của ch. 8. H.Prépu. Nhiệt động 
lực học, năm thú nhất. 

* Ta đã đưa cả tuabim phản lực vào hệ mớ 2 Ta cũng có thế coi hệ 2° 
Chỉ cấu tạo bởi chất lưu chúa trong động cơ phản lục. Nhưng trong 
trường hợp này, sự phân tích các ngoại lực sẽ khác đi : 


Ẩ ngoài —x⁄ˆ — Fiệng cơ_»⁄/° + H quyền CộÌỊ =3) yc 
Ta hãy viết điều kiện cân bằng cơ học của riêng động cơ (không có chất lưu) : 


0= —Fđộng cơ-y»/' ngoài nh máy bay->động cơ › 


trong đó Ƒquoạ biểu thị tổng hợp các lực do không khí tác dụng lên thành 
ngoài của động cơ phản lực (h.13). 

Bằng cách phối hợp các cân bằng trên, ta thu được cùng một biểu thức 
cho lực đẩy, tương đương với một lực đặt vào động cơ : 

h, = “tFuáy bạy>động cơ + Tí quyền—>⁄⁄2) = =Dnx khíl( +0)12 =i lẻy : 
Các nghiên cứu trên chứng tỏ rằng sự chọn hệ. đương nhiên nếu nó không 
làm thay đối kết quả, có ảnh hưởng đến tính phức tạp của các phép tính và 
của các lập luận. 
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máy bay 


, 


ấp suất 


H.13. Cán bằng các ngoại lực. 


Fuáy bay->động cơ 


áp suất 


⁄tụ dụng “t 


Tia nước trên một tấm phẳng 


Một tỉa nước được hướng tới HỘI tấm phẳng với 
một vận tốc + một lưu lượng khối Dạy và một 
góc tới œ. 
Các đại lượng vect? sẽ đưỢC biểu thị IFOHĐ cơ Sở 
trực giao (¿y.€y,€.) ; €. "hông góc với tấm và 
¿y năm trong mặt phẳng tới, xác định bởi ¿. và 
vận tốc của tỉa nước tới (h.l4). 

lưu lượng 2n, 


⁄ 


mặt Z' — 
có lưu lượng “⁄ 


————>> 
lưu lượng Đạ - 


lưu lượng Đạ,, 
H.14. 71a nước rác dụng một lục trục đối với lọ : 
Ta thừa nhận các giả thiết sau đây : 
*® bỏ qua độ nhớt của nước : do vậy không có 
HỘI Immất mát cơ năng nào ; 
* sau khi chạm vào tấm, vận tốc của nước vẫn 
tIẾ IUYẾN VỚI LẤH ; 
* tia nước và tấm được đạt dưới áp suất Khí quyển. 
* bỏ qua ảnh hHưỞng Của HỌNG trường. ÿ 
* tia nước tới tách ra thành hai tỉa một chiều mà 
các vận tốc đều nằm trong mặt phẳng tới. 
Hãy xác định : 
a) Các vận tốc vị và 92 của các tia ló ; 
b) lưu lượng khối Đài, tà Địa, 
©) lực đấy. Ta có thể định nghĩa lực đấy như là 
lực đối của lục phụ tụ tác dụng vào đế giữ cho 
tấn HẰM yên. 


của CHÍNG ; 


a) Chất lưu là lý tưởng và dòng chảy là không 
đổi trong hệ quy chiếu nghiên cứu. 

Vậy ta có thể áp dụng hệ thức BERNOULLI cho mỗi 
đường dòng. Vì áp suất bên ngoài ở mọi nơi đều 
bằng áp suất khí quyển nên vận tốc của hai tia nước 
ló bằng nhau và bằng ø: ll Ị = |:› | ~ || 


—.N 


b) Ta hãy xét hệ mở ⁄⁄ cấu tạo bởi tấm và bởi chất 
lỏng nằm giữa một tiết điện của tia tới và một tiết 


} Để luyện tập : BT 2 và 3 
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diện của mỗi tỉa ló. Vì dòng chảy là không đổi nên 
động lượng chứa trong ⁄⁄ là hằng số. 

ồm = Dạ, ðm = Đạ dể và ðm = Dạ, 
biểu thị các lượng nước đi qua các biên giới của 
trong khoảng thời gian nguyên tố ¿ứ, 

Ta hãy xét hệ Z” trùng với ⁄⁄ ở thời điểm í và 
thực hiện phép cân bằng động lượng đối với j 
giữa hai thời điểm và/ + d¿. 

Ở thời điểm  : Đ„ +) = Dự). 

Ở thời điểm í + dz: 


Dự* Œ +df)= 0x +df) ~ồ(SInŒey — COsŒở- ) 
+ (ð1m~Šð1mÐ)°y 
Trong chế độ không đổi ø„Œ)= 0„ +dï), từ đó : 


Đụ + dĐ) = Dự + Œ) = =DmU€OSU(€~ 


+[~Đmtsind + Đại — D2] đó, 


hay là : 
ki 
Hán SP 


tị COSOŒZ„ +[—Địn sinŒ + Ủy, — Địn, ÌtẺy 


tin áp) suất ' 


*® Vì áp suất bằng áp suất khí quyển tại mọi điểm 
ở biên giới của .⁄ (chính vì lý do này mà ta đã 
chọn cách đưa tấmvào hệ), nên tổng hợp các 
lực áp suất bằng không. 


s Bây giờ ta hãy xét sự cân bằng của riêng tấm : 


O= Fnước »tấm Ê Ík khí tấm Ð fọ 


Vì các lực cắt không có mặt (chất lỏng không 
nhớt) nên tác dụng của tấm lên nước sẽ vuông 
góc với tấm cũng như tác dụng của các lực áp 
suất khí quyển : vậy tù cũng vuông góc với 
tấm. Khi đó ta suy ra sự cân bằng động lượng : 


Dm sinŒ = mm, — Đụ, với ln = Đại, + Đạ, ' 
- Đm, I+sing  Đmy, 1-sind 
hay là : = và À2bEEE- Tung: 
1m 2 Dm Kă 


©) Từ phép cân bằng động lượng, ta cũng rút ra : 


tạ ==Dmcosứẻ., từ đó: fịấy = Dmy2coSœẻ, 


"®#r 


Các cân bằng mômen 
động lượng và động năng 


3.1. Định lý vô hướng về mômen động lượng 
(nhắc lại) 


3.1.1. Mômen động lượng đối với một trục 
Mômen động lượng của một chất điểm đối với một trục A(0, ZA ) bằng : 

khA = eA.(OM ^ mù) ' 
Trong các tọa độ trụ trục A: ỦA = mr 0. 
Nếu ÿ vuông góc với trục A (h.15): UA =£ mod. 
° Mômen động lượng của một hệ vật chất bất kỳ đối với trục A bằng tổng 
các mômen động lượng của các phần tử của hệ. 
Nếu hệ là một vật rắn quay xung quanh trục A: HA =JA0. 
* Trong các tọa độ trụ, mômen động lượng riêng tại một điểm của một 
chất lỏng đang chảy : 

ÍA = r20 : 

3.1.2 Phát biểu định lý 
Đạo hàm theo thời gian của mômen động lượng đốt với một trục cố định 
của một hệ vật chất bằng mômen tổng hợp của các goại lực đặt vào hệ 
đối với trục đó. 
Nếu hệ quy chiếu nghiên cứu là phi Galilé thì ta phải thêm vào các ngoại 
lực các lực quán tính. 


3.2. Định lý về động năng (nhắc lại) 


3.2.1. Động năng 
SN n ` 1 
*® Động năng của một chất điểm bằng : ếy = -m) : 
» Động năng của một hệ vật chất bất kỳ bằng tổng các động năng của các 
phần tử của hệ. 
» Nếu hệ là một vật rắn quay xung quanh một trục cố định A : 
Ị 2 

=—JA0) 
K 2 A 
® Động năng riêng tại một điểm của một chất lỏng đang chảy bằng : 
- 


‹{K 2 


3.2.2. Phát biểu định lý 
Đạo hàm theo thời gian của động năng của một hệ vật chất bằng công 
suất của các ngoại lực và nội lực. 
s Công suất của một lực đặt vào một điểm mà vận tốc bằng 7, là 2= Ƒ.7. 
s Trong trường hợp một vật rắn, công suất của các nội lực bằng không. 
* Đối với một vật rắn quay xung quanh một trục cố định A, công suất của 
các lực mà mômen đối với A là .⁄4, bằng : 

?=ốÔ6@@. 


H.15. Mônen động lượng đối với 
trục A: LA =tmrdu. 


E= +Ì nếu M "quay" xung quanh 
trục A theo chiều dương (trường họp 
hình vẽ). 


3.3. Ví dụ : nghiên cứu một tuabin 


3.3.1. Mô tả mô hình 


Một tuahin, được một tia nước khởi động, quay xung quanh trục cố định 
A của nó với vận tốc góc œ (h.16). 

Những giả thiết và ký hiệu 

* Ta hiểu mômecn động lượng hay mômen của các lực là các mômen đối 
Với trục quay A. H.16. Tuabin bị kéo bới mỘt tỉa nước. 
* Tia tới và tia ló là một chiều và có bẻ dày không đáng kể. Các tia này đi 

vào và đi ra tiếp tuyến với một vòng tròn trục A và bán kính z. Lưu lượng 

khối của nước là D,,, vận lốc của tia tới bằng ¿¡ (độ lớn ¿¡) và vận tốc 

của tia ló bằng ở; (độ lớn 63 ). Giá trị của ø¡ đã biết, song của ø; phụ 

thuộc vào œ. 


® Mômcn động lượng đôi với A của tuabin và của nước mà tuabin chứa 
bằng Ư@. Giả thiết J là hằng số. 

® Máy do tuabin kéo và các ma sát ở trên trục tác dụng một mômen cản 
có giá trị tuyệt đối I Giả thiết [' không đổi, không phụ thuộc vào chế độ 
làm việc. 


® Bỏ qua tác dụng của trọng lực. 


3.3.2 Phép cân bằng mômen động lượng 
Ta hãy xét hệ z4 cấu tạo bởi tuabin và chất lỏng chứa ở piữa tiết diện vào 
>¡ và tiết diện ra >2, cùng với hệ kín Ø” trùng phùng ở thời điểm r (h. 17). 
Sự lựa chọn hệ như thế lì có lý do vì nó sẽ cho phép ta áp dụng một cách khá 
đơn giản định lý về mômen động lượng. Thực vậy, vì hệ hoàn toàn chịu áp 
suất ở bên ngoài, đồng đều, nên mômen của các lực áp suất bằng không. Hơn 
nữa. ta lại không biểu thị các ø2¡ /c tương tác giữa tla nước và tuabin. 
Trong khoảng thời gian nguyên tố ở, một khối lượng im = D„adt nước đi 
vào 5¡ với một mômen động lượng : 

ỗ bị =ỗHH"1ađ ) 
và một khối lượng bằng thế đi ra khỏi >z với một mômen động lượng : 
. ồ Lạ =ồHud. 
*® Ta hãy thực hiện với 7 một phép cân bằng mômecn động lượng giữa 
hai thời điểm r và + d¿: 

Lưx()= Ly) ; 

Lư+t + df) = Lư + đ)— Dmt¿ aút + Dmo| a0 ; 
Lự\(D = J@() và: L¿(t†+ df) = J@o(†+di), 


từ đó : 
Lư, (f+ đf)— Lựa (Œ) =~ ma — +2)dt + J[@ (t + đr)—@(0)], 
hay là : 
d⁄„- dœ 
—=—m@(~ —12)+ /——., 
dự m l 3 d 
® Bây giờ ta áp dụng định lý mômen động lượng cho hệ kín đi 
đL H.17. Hệ mở 2 được cấu tạo bởi 
dị r Ẩngoài 2 tuabin và nước nằm giữa XỊ và Xa. 


TM, 


Mômen đối với A của các ngoại lực áp suất bằng không nên ta thu được 
phương trình vị phân : 


dE,„x dœ 
s ==Đma(i=a)+J——=-Ï` . 
di di 
* Đấu "— " trước IF dựa vào đặc tính cản của mômen : phương trình này do 


vậy chỉ có ý nghĩa với @ > 0. 

*® Thực ra, ¿2 phụ thuộc vào tương tác giữa tia nước và tuabin. Vậy ta 
phải có các giả thiết phụ để thu được nmột phương trình ví phân của hàm 
SỐ @œ (/). 


3.3.3. Phép cân bằng cơ năng 

Một giả thiết về năng lượng mất mát do các ma sát sẽ cho phép ta xác 

định ;; theo hàm số của @. E và ¿¡. Thực vậy, định lý động năng áp 
... 

dụng cho viết là: 


-< “+ Ze } ⁄2 
y2 (r+d/)—t Lư ()= Ngoài † “tong )di 
Ở đây công suất của các ngoại lực là : 
% c= 
““hgoài — -I®. 


Công suất của các nội lực không phụ thuộc vào hệ quy chiếu. Nếu ta đứng 
trong hệ quy chiếu của tuabin thì các lực do nước tác dụng lên tuabin đặt 
tại các điểm có vận tốc bằng không. Công suất của các nội lực chỉ giới 
hạn ở công suất của các lực nhớt : 


4 


=2 ‹ĩ 9 
trong — “Thới VỚI Ẩlhới € 0. 


Ta hãy thực hiện phép cân bằng động năng cho .⁄” : 
l | 
ếk ,Œ+d/)—y,,ứ)= — ĐÐdf¿5 +ứk „ (Œ+dđ/)—— Đụnd tị —fg,Œ); 
⁄ ⁄ 2 ° Z 2 ⁄ 


d[ 90 : 
2 dœ 


=0 


š„ +di)Tứk „ (Œ)= 


di dc. 
` | K dœ 
Vậy : ~lL @® +-“nhhm =~ Địy(5 —Ø{)+J@ ¬ 
2 d 
l 3 2 2IE@ 2/ø dœ „ “nhớt 
hay là : U2 =U] +2 : 


Jìm Dm di lì 


Từ nay, để cho đơn giản, ta sẽ bỏ qua sự mất mát năng lượng do tính nhớt 


sinh ra. 


3.3.4. Phương trình vi phân của chuyển động của tuabin 
Từ các phương trình rút ra từ hai phép cân bằng, ta có thể khử ¿›, và thu 


được một phương trình vị phân theo œ (7) : 


3 2 2Fœ 2/ø du 
1 t = + 
Du Dị dĩ 
R J do 
1 tà = + b 
Đa Da dị 


m m 
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Từ trên, La suy ra ¿1 +¿¿ =20ø Và cuối cùng : 


J—~2Dnatn =ujf† SP, 
l 


Phương trình vi phân này được nghiệm đúng nếu œ > 0. 


3.3.5. Nghiên cứu chế độ không đổi 


® Ơ chế độ không đối, n =0, và sau một vài phép tính ta thụ được giá 
dí 


trị œp của @ : 


là I | z 
0p =—— l===—=—-| jiễu: 0y >Ö:: 
q 2ÐmatI 


Nếu I' quá lớn, biểu thức này cho một giá trị âm của œ„„ Không tương 
thích với giả thiết theo đó œ ngược dấu với mômen cản. 


Trong trường hợp này, mômen của các ngoại lực nhỏ hơn Ƒ (về giá trị 
tuyệt đối) (h.18). 


6; =0 nếu Ï' > ĐụøI, 


Trong trường hợp giới hạn [` = 0, các vận tốc ¿¡ và ø; bằng nhau. Chất 
lỏng bảo toàn động năng của nó và "không biết” tới tuabin. 


® Công suất do tuabin cung cấp ở chế độ không đổi bằng : 


I li R 
đu nh dán =0) 3g = | 
Thế cọ JNG. 2ĐmứuI | 


hay còn là (5.19) 
tung cấp = 2Đm#@p(1 =0 4). 


tL ` ¬ .À ` 
=-L và Ï =n~Đjya, điều này tương 


Công suất này là cực đại nếu œ 5 
ad 


p 
ứng với ¿+ =(). 

Công suất cung cấp đúng là cực đại nếu chất lỏng mất toàn bộ động năng 
bạn đầu của nó. Vì vậy chúng ta đã bổ qua sự mất mát năng lượng nên 


tình huống này tương ứng với một hiệu suất tối ưu về mặt năng lượng 
bằng 100% 


3.3.6. Chế độ chuyển tiếp 


Ta hãy đặt t=———. 
2Dma" 
Phương trình vĩ phân theo œ (7) trở thành : 
0 —0) 
ki 20c HaUDU ¡ÚC 
d 1 


Nếu ở thời điểm ban đầu vận tốc quay bằng không, thì nghiệm là : 


mà 


trong đó + biểu thị thời gian đặc trưng của sự thiết lập chế độ không đổi. 
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>> 
2Dmaị T 


H.18. Chế độ không đối - ngẫu lục 


cán và vận TỐC Quay, 


xái #,  đp 
2a a 
H.19. Chế độ không đối : Công suất 


và Đận tốc quay. 


ZÂb dụng 2 


Cân bằng của một cái ống 
Một cái ống TỊ có thể quay tự do xung quanh 
Irục nằm ngang A của nó. Ống Hày cung cấp 
nước cho một ống Tạ, hình chữ "T", hàn vào 
TỊ. Đầu của một trong các nhánh của T được 
nút lại, nước chảy ra ở nhánh kia (h.20) 


phần 
nút kín 


H.20. Góc œ phụ thuộc vào lưu lượng. 

Theo hàm của các kích thước của Tạ, hãy xác 
định giá trị của góc œ khi có cân bằng. Bằng 
cách nêu ra các lý do, ta có thể đưa rưd các giá 
thiết đơn giản hóa. 

Các dữ kiện : 

khối lượng của ống T :mị = 200 g; 

các kích thước của Tạ :a = l,0 m và b = 20 cm; 
khoảng cách từ tâm quán tính ỞŒ của Tạ đến 
trực quay : c= 64cm; 

tiết điện (đều) của Tạ :S= 1,0 cm”; 
khối lượng riêng của nước : Ð; 

lưu lượng khối - Day = 0,20 kg.s Ì Ề 


Ta sẽ giả sử các dòng chảy là một chiều và có 

hình sợi chỉ (chiều dày không đáng kể). 

Ta hãy xét hệ mở .⁄ cấu tạo bởi ống 7;, và bởi 

nước mà ống chứa, cùng với hệ kín trùng phùng 
XU quế tiêu sông $ P Ã A2 

ở thời điểm í.3¡ là tiết diện vào (ở chỗ nối 

giữa 7¡ và 72 ) và 3 là tiết diện ra. 

Ông đang quay xung quanh A, ta sẽ thực hiện 

một phép cân bằng mômen động lượng. 


Z z „ ^ ` TẠ Là ` 
Các tác dụng ở bên ngoài lên “ là: 
*® trọng lực, tương đương với một lực mg đặt 
ở tâm quán tính ỞỚ. Khối lượng nước chứa 


). Để luyện tập : BT 4 
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trong là øạ = pS(a+ 2b) và mômen đối với 
trục quay A của các lực trọng trường là 
„ # = =(MI + ma )8csing ; 

*® áp suất : hệ .⁄ chịu áp suất bao quanh trên toàn 
bộ mặt ngoài của hệ, trừ tiết diện vào X¡, tại đó 
áp suất cao hơn. 

Tổng hợp của các lực áp suất không bằng 
không, nhưng vì lực do áp suất dư tại >¡ được 
đặt trên trục quay A, nên mômen của các lực áp 
suất đối với A bằng không ; 

* tác dụng của 7j, mà mômen đối với A bằng 
không. 


Định lý mômen động lượng viết T =.. 
í 
hi - 
Ta hãy xác định 5 bằng một phép cân bằng 
đí 


mômen động lượng giữa hai thời điểm gần nhau. 

ó z . A A ^., Dm 
Nước thoát ra với một vận tốc ø= TX 
P 


Šmm= Dụạdr là khối lượng của nước đi vào ⁄⁄ 
trong thời gian đi. 


Mômen động lượng riêng bằng không đối với 
nước đi vào, và bằng aø đối với nước đi ra. 


Ở thời điểm r: 1 ~+() = L„0). 
Ở thời điểm f + dr: 
ki ứ “hp d7) = Lư Tr đ/) nh Đmdf(a0 = 0) 


Lúc cân bằng, /„()=L„(r+dí) và do vậy 
- = Dmadt. 


2 
Từ đó -[m + p.S(+ + 2b)]gc sinœ = CHẾ hay : 
2 
D ÿ 
sinœ =-Á= mẹ nếu Á < Ï. 


pSecm + pS(a+ 2b)] 


Nếu lưu lượng quá lớn, A > l, và ống quay xung 
quanh A mà không có thể có vị trí cân bằng nào. 


Áp dụng bằng số : œ = I1?. 


4 Các phép cân bằng entanpi và entropi 


z .3 -”.^', ` - .^ 
4.1. Các gia thiết và ký hiệu 
Ta hãy áp dụng các nguyên lý nhiệt động học cho một chất lỏng chảy 
trong một ống dẫn. Để đơn giản hóa, ta giả thiết dòng chảy là một chiều 
và chỉ có thế năng vĩ mô là do trọng lực. 
Gọi 4⁄là hệ mở được cấu tạo bởi chất lỏng nằm giữa hai tiết diện của ống 
>x và Ÿg, và 4” là hệ kín trùng phùng ở thời điểm ¿. 
= độ: bà V238 2: S5 ở: * % (2n ¬ ẩ % 
Ơ thời điểm r + di, hệ kín 2 nằm ở giữa hai tiết điện >4 và 5g (021). 
Chất lỏng nằm trong trạng thái A giữa ¿và >¡:, và trong trạng thái 8 
giữa >p và 3⁄;g-. Ta hãy ký hiệu Ø\, Ðẹ, 0A, 0g v.v... là các đại lượng 
tương ứng với các trạng thái A và Ö. 


4.2. Các sự trao đổi năng lượng 
Theo nguyên lý thứ nhất nhiệt động học, đối với hệ kín VI 
Af + =W+Q với ế =U+g tp. 

trong đó W là công do Lý vã nhận dược và Ở là năng lượng mà Và nhận 
được bằng truyền nhiệt. 
Tương ứng với nội năng Ữ có nội năng riêng ứ. 
Tương ứng với động năng vĩ mô f_ có động năng riêng : 

cà ch DU 

Œk 2 Ũ 
Tương ứng với thế năng vĩ mô š 
thế năng của trọng trường nên : 

e; = gz với z là độ cao 


p Có thế năng riêng e,,. Vì thế năng là 


⁄Z” có thể nhận từ bên ngoài năng lượng bằng truyền nhiệt @ (dẫn nhiệt và 
bức xạ) : gọi 4w là công suất nhiệt. b nh cũng có thể nhận một công W của 
các lực không dẫn xuất từ 7,,, công này có thể được phân tích thành : 

*® công "có ích”, do một máy cung cấp (máy nén, cánh quạt...). Gọi .⁄, là 
công suất cơ học có ích, còn gọi là công suất chỉ định -: 

® công của các lực áp suất ở thượng lưu và ở hạ lưu. 

Chú ý : Công suất của các nội lực nhớt không được tính đến trong phép 
cân bằng năng lượng này. 


4.3. Phép cân bằng năng lượng đối với .⁄” 

4.3.1. Độ biến thiên năng lượng của ¿⁄” 

Ta hãy thực hiện một phép cân bằng năng lượng đối với „" giữa hai thời 
điểm gần nhau : 

* ở thời điểm /: Z„x0)=#Z„@); 

sở thời điểm? + d7 ; Z ~Œ+ df)=š„ứ + dự) tồếp cỗïA. 

Ta sử dụng tính quảng tính của năng lượng ế và ký hiệu õếp là năng 
lượng của phần tử chất lỏng có khối lượng ồn đã đi ra qua tiết diện > g 
trong đ, và õA. là năng lượng của phần tử chất lỏng có khối lượng ma... 
đã đi vào qua tiết diện >4 trong ở. 
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H.21. Gia các tiết diện Đà và Xg, 
chất lỏng có thể trao đối năng lượng 
dưới dạng công có ích và dưới dạng 


truyền nhiệt. 


: 
ch 


s£ 


Các độ biến thiên của Bên và Z„ giữa / và/ + dr được liên kết với nhau 
bởi : 
« n, - 4 « 
d Cu — d Cứ +Õy =Ô7A ý 
hoặc, băng cách đưa vào các năng lượng riêng và các lưu lượng tại A và tại Ö. 
d cự" = d Z 


[3 ì 1 2 
+ p +—Pp +sp |DĐjnyp — lu +—EA +85A | ĐịnA - 
tr đi B 2 B 8) m8 \ A 2 A A mA 


4.3.2. Công suất của các lực áp suất 

Ta hãy lấy lại phương pháp đã sử dụng trong thiết bị trao đổi nhiệt ở §1. 
Ký hiệu %4 và $» là diện tích của các tiết diện Z4 và >;. Nếu dòng 
chảy xảy ra theo chiều từ A tới B. thì công suất của các lực áp suất là 
dương tại Á và là âm tại Ö. 


Ề : `. P, lễ 
Tổng lại. ⁄4ý = PaSAnA — fgSpep hay còn là: 4; = Sx DmÀ _—#-j 


A Đp 


Áp mỹ + 
4.3.3. Công suất có ích và entanpi riêng 

Nguyên lý thứ nhất được diễn tả bởi sự cân bằng năng lượng 
d2 + 


⁄ 


df 
đứ 


= li ti tiến hay là : 


l2 l2 Ị N tụ 
lu Tang TÊN Đìm ~I1lA HẠ TA la =4, +⁄4 +—— Đm Xu Đụ;: 
“ 7 _ ĐA Dị; 


. Š LỆ 3, P 
hay còn là. nếu đưa vào e/anDi riêng h =u +— : 
p 
^: ( [2 ủ$/ 
th + Zù =| lp + tg + 85B | mg TIN +~UÄ +8£A | mA †——— 
2 2 di 
Vậy ta có thể không cần dẫn một cách tường mính công của các lực áp 
suất ở thượng lưu và hạ lưu nữa bằng cách sử dụng hàm £/npi riêng, 


4.4. Phép cân bằng entanpi đối với một dòng chảy 
không đổi 
4.4.1. Công suất cơ học có ích và công suất nhiệt 


Và lại nếu dòng chảy là không đổi thì các lưu lượng khối đều bằng nhau : 
dự 
d/ 


=9. 


Trong trường hợp một dòng chảy không đối một chiều, công suất cơ 
học có ích và công suất nhiệt do hệ nhận được giữa hai điểm A và 8 


biểu thị một cách đơn giản bằng hàm enfanpi riêng h = w + LIẾ 
p 


1 
Âu +Ä = Ltu — hẠ) + (t8 ~ ĐÃ) + gấp — ta) |Đm: 


Chị ý: 

* Sự vận hành của một chiếc máy không bao giờ hoàn toàn không đối, mà 
theo chu kì : chẳng hạn một chiếc cánh quạt đang chuyến động, và sau 
mỗi vòng nó trở lại tại cùng mỘI vị trí. Biếu thúc trên là có hiệu lực với 
điều kiện phải lấy các giá trị trung bình của công xuất, của ÍMH lượng, 
củah và của 0 
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* Hệ thúc trên không đưa ra một giả thiết nào về độ nhớt của chất lỏng, 
cũng như về tính thuận nghịch của sự biến đổi của chất lông. 

* 7a có thế dễ dàng mở rộng hệ thúc trên cho một hệ mớ gôm nhiều hơn 
hai lối vào/ra, chẳng hạn như thiết bị trao đối nhiệt đã được nghiên cứu ở 
đầu chương. Ta hãy đánh dấu các cửa này bằng chỉ: số ¡. Với mỗi lối 
vào/ra, được gán cho một lưu lượng có dấu dương đối với một lối vào và 
có dấu âm đối với một lối ra, một entanpi riêng, một vận tốc v.v... Bằng 
cách sử dụng lại các phương pháp như trên, ta thu được : 


: : l2 Ÿ 
th +⁄4 = 3_Du(h Tn +84) va 2 ÔN = 0. 
h h 


⁄°h dụng Ó 


Sự cân bằng của một tuabin khí 


Một tuabin khí được cung cấp một hỗn hợp đồng 
nhất mêtan và không khí mà tỷ lệ theo thế tích là 
CHạ : 5%; O2:19% và N› : 26%. 

Hỗn hợp ban đầu có vận tốc không đáng kế nằm 
trong các điều kiện khí quyến (hạ. Tạ). Hỗn hợp 
được nén lại rồi đưa vào buông đốt. Hỗn hợp khí 
từ đó ra được tăng tốc trong mỘI Ống Hye, sau 
đó tác động làm cho một tuabin quay trước khi 
bị tống ra ngoài với một vận tốc 0, ở nhiệt độ 
Tị và áp suất P; (h. 22) 

CH, 


không khí 
H.22. Sơ đồ một tuabin khí. 


Hãy xác định công suất cơ học cung cấp cho 
tuabin, cũng như hiệu suất của động cơ với các 
dữ kiện và các giả thiết sau đây : 

* 7o=298K; 7¡=II00KE; h=#R=lbar; 
ðị¡ =20 mẹ, 
* mức tiêu thụ CHx : 16 g5, 

® mọi thành phân đều được coi là khí lý tưởng - 
Œ =30 J.K"! mot! : 

* bỏ qua mọi trao đối nhiệt với bên ngoài ; 

* enlanpi mol ở 298 K và dưới 1 bát : 

CHạ :~75 kJ.mol Í ; HạOg; : —242 kJ.mol"!; 
CO¿ : - 393 kJ.mol"Ì, 


Đối với một hỗn hợp ban đầu cấu tạo từ I mol 
CH¿ạ, ta có thể xác định được độ biến thiên 
enftanpi từ tư liệu trên hình 23. 


các chất dự các các 
phảnứng |_y| sản phẩm | —> sản phẩm 
298K. 1 bar 298K. 1 bar 1 100K. 1 bar 
đá hộ 


H.23. Phép tính AH. 


Phản ứng đốt cháy : 
CH¿ + 2Os — CO; + 2H2O 


bảo toàn lượng khí, cho 20 mol đối với một giây 
vận hành. Vậy nhiệt dung của hệ đang xét là 
Œ =600 1.K!. 


AHqgay = —802 kl ; 
A Hoàn phản = ~802 +0,60 x 802 = ~321 kJ . 


Hệ đang xét, ban đầu được cấu tạo bởi l mol 
CHạ, 3,8 mol O; và 15,2 mol N¿, có một khối 
lượng bằng 0,699 kg, vậy : 


Ah =-0,97 MI.kg"Ì và Dạ =0,699 kg. s”!, 


Phép cân bằng entanpi cho : 
4 = Dạ lau +2] , hay : 2 =~320 kW. 


Công suất nhiệt hao phí do sự đốt cháy ở 300 K 
của I mol CHạ trong một giây sẽ là 802 kW. Ta 
có thể định nghĩa hiệu suất bởi hệ thức : 
KH 
| Fcháy 


„ nghĩa là rị = 40%. 


"2, 


4.4.2. Công có ích và nhiệt trao đổi 

Gọi wụ, và đ là công có ích riêng và nhiệt nhận riêng, nhận bởi một đơn 
vị khối lượng của chất lưu khi nó đi từ A qua Ö. 

Trong một khoảng thời gian t , nó đi vào máy một khối lượng m= Dự, 
và nhận một công có ích Wạ =4 =wu#. Vậy 4 = Dmw, và cũng thế 
#“h = Dm4- 

Khi đó ta có thể khử 7m, trong biểu thức của phép cân bằng entanpi. 
Công có ích riêng wụ„ (còn gọi là công riêng chỉ định w,), và nhiệt 
lượng riêng nhận được ø, nhận bởi chất lưu giữa hai tiết điện của một 
dòng chảy một chiêu không đổi được biểu thị bởi : 


1 
q+ wụ = (hp —hạ)+2 (ử —U4)+ 84g —ZA) 
Ở giữa hai tiết diện gần nhau : 
ỗq+ðwụ, =dh +2d02)4 gác, 


Ngoài trường hợp của các ống tuyec ra, mà chức năng là cung cấp mội tia 
phun ra với vận tốc lớn thì các độ biến thiên của zø“ luôn luôn hầu như 
không đáng kể. Điều này cũng xảy ra tương tự đối với các độ biến thiên 
của øz. Do vậy, phép cân bằng entanpi thường được rút gọn bằng thực 
nghiệm vẻ ỗ g+ ö wụ = di. 


Zfp dụng Z 


Mạch làm lạnh 
Trong một ống bằng đồng, tiết diện không đổi, 
chiều dài L, có một dòng không khí nén nóng lưu 
chuyển với vận tốc vào cỡ m.s 1, Dòng không khí 
này đi vào ở A, có tọa độ Ó, ở nhiệt độ 9A, và lại 
trở ra ở B, có hoành độ L, ở nhiệt độ Ôp. Các trao 
đối nhiệt (qua ống) giữa không khí nóng có nhiệt độ 
Ô(x) và môi trường bao quanh, có nhiệt độ Ôọ, 
theo một quy luật tuyến tính. Công suất nhiệt d# 
do không khí nhường cho một đoạn ống dài dx là : 

đZ = K@(x)~0ạ)dx. 

Các dữ kiện và giả thiết : 
Không khí được coi là một khí lý tưởng : 
cp =1,0 kI.K”Ì kg" h; Dm =0,010 kg.s””; 
K=2,0W.K”!m Ì; 0, =200°C; 6g =20°C, 
L= lÖÔm. 
Hãy xác định nhiệt độ Ôp cũng như nhiệt lượng 
trao đổi bởi Ì kg không khí nóng. Người ta sẽ 
xác nhận rằng độ biến thiên động năng là thực 
sự bỏ qua được. 


Để luyện tập : BT.6. 


* Ta hãy thực hiện một phép cân bằng entanpi 
đối với một đoạn dài đx của ống : 
Dạ(h( + dx)— h@)]= d4 =—K(9 (x)—9g)dx, 


từ đó suy ra phương trình vi phân _ =—¬6 -8p) 


Dc 
với X=——-P 


=5 m (chiều dài đặc trưng). 
Dựa vào các điều kiện giới hạn, nghiệm là : 
P 
8 =Ðọ + (Đa -8o)esp| 2 ] h 


0g -0(7), cho 9g =44°C. 
* Ta hãy thực hiện phép cân bằng cho toàn bộ ống : 
hạ — hạ =cp(Ôpg~9A)=4, cho ạ= 156 kl.kg—”. 
*® Với các vận tốc vào cỡ m.s !, độ biến thiên 
động năng riêng bằng vào cỡ kg}, điều này 


cho thấy nó có thể bỏ qua được so với Aiñ. 


4.5. Phép cân bằng entrôpi 


4.5.1. Ví dụ về một ông tuye 
Một ống tuyc là một ống dẫn có tiết diện thay đổi, trong đó một chất khí 
giãn ra đồng thời được tăng tốc. Một nghiên cứu sơ lược về hình dạng của 
ống tuyc sẽ được nêu ru trong Đâi rập TT. 
Ta có thể giả thiết rằng trong chế độ không đổi. dòng chảy là một chiều 
và đoạn nhiệt. Ngoài ra, ta cũng giả thiết chất lưu là một chất khí lý tưởng 
_ 
mà tỷ số ~Ì— bằng ÿ. 
CV 
Chất lưu được nhận vào tuyc ở A4, dưới áp suất 4. ở nhiệt độ 7x, và có 
vận tốc không đáng kể. Chất lưu ra khỏi tuyc ở Ö, dưới áp suất P?g (áp 
suất bên ngoài chẳng hạn), ở nhiệt độ 7, và có vận tốc #; (24). 
Vì chất khí là lý tưởng nên phép cân bằng cntanpi giữa A và Ø được viết : 


| Ề | 
0=hg—hA + =cp(Ty TaẠ)+ gUẾ: 


(người ta có thể chứng thực rằng độ biến thiên của #z sTl bỏ qua được trước 
mọi số hạng khác), từ đó : 


Ứn= J2cp(Tp —ŸA) à 


Bằng cách sử dụng hệ thức ROBERT-MAYER, C¡ mọi — Cÿ mọi = #. tạ có thể 
biểu thị cọ theo hàm của khối lượng phân tử M của tỷ số y của chất khí. 
ñ. Ÿ 
Co =—. : 
PM y-I 

Một phép cân bằng entrôpi sẽ cho phép ta xác định được Tn- 

Ta hãy thực hiện một phép cân bằng cntrôpi Š cho hệ Vài giữa hai thời 
điểm gân nhau : 


“ ở thời điểm /: 5x+()= S0) ; 
* ở thời điểm? + d7: 5 + +d/)= S¿„(+d/)+õSg ~ð SA. 
ö®%g là entrôpi của phần tử chất lưu có khối lượng ng đi ra ở tiết diện 
>g trong thời gian di. 
Nếu s là entrôpi riêng thì ðSp = J2„sgdi. Tương tự ö$Š4= Đạ.saút. 
Vậy ta có thể viết phương trình cân bằng entrôpi : 
dŠS,>*  d$ 


VÀ 
=——+l)„($bg SA). 
đự đự mì3ÿ A 


Vì dòng chảy là không đổi nên entrôpi chứa trong 4 là một hằng số. Hơn 
* ` + Ề ` sX# 
nữa. năng lượng do ⁄“_ nhận bằng trao đối nhiệt bằng không, nên độ biến 
thiên entrôpi giới hạn ở số hạng tạo ra : 
dsS 


*— Ô ao 
: tạo ra 
dị = đế” TS Đm(Sg — SA) 


» Trường hợp 1 : dòng chảy đẳng entrôpi 


§ 
Staora =0 Và sự =3. Đối với một khí lý tưởng 4 —) = PS] 
A 


yÏ y-Í 


| ( PgÌr 
hay 7Ò =TA m . Kết luận lại: ø»; =¿4l2c HAI Ki 
A 


A 
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H.24. Ống tuc. 


vỒT ` 


« Trường hợp 2 : dòng chảy không đẳng entrôpi 


Nếu ta tính đến tính bất thuận nghịch của các phép biến đổi do các phần 
tử chất lưu thực hiện thì có sự tạo ra entrôpi ở bên trong ống tuyc. 


y-l 


ý Đụ 
sự >5. vậy Pụth, > PẠrÌ ,hay còn là: Tự >Tị | hay là 
A 
= 
Fg | 
Up< 2C,TA | l#) 
A 


\ 


⁄°h dụng 


Sự giãn nở pôlitrôpic trong một ống tuye 
Trong một ống tuye có không khí nén giãn Hở: 
Các dữ kiện và các giả thiết như sau. 

* Không khí được coi nhự một chất khí lý tưởng, có 
nhiệt dụng riêng ở áp suất không đối œ= LÔ kl.KT, 
có tý sốy = L4 có khối lượng phân tứ 29 g. 
* Ớ lối vào của tuye, vận tốc của nó là không 
đáng kể và ở trong trạng thái A - Tà; = 600 K 
và Pạ =5,0 bar, 
* Ởlối ra của twye, áp suất của nó là Pụẹ = 1 bar. 
Áo ty 2 Đự 2i ` 2 
* Tiết điện của lối ra của twye a= L cm”, 
1) Sự gián nở là đẳng emrôpi. Hãy xác định vận 
tốc đi ra và lưu lượng khối. 
2) Người tq mô hình hóa tính bất thuận nghịch 
của sự giãn bởi : 
Ị 
Tds =À Pd| — 
p 
với À = Ú.Ï. 


Hãy xác định lại vận tốc và lưu lượng 


1) Theo nghiên cứu ở trên : 


y-I 


2e,TA '-[#] =665 m.s Ì, 
A 


)- Để luyện tập : BT7 
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M Py 
KH 
LÒ 


=0,92 kø.m Ÿ 


Từ đó suy ra lưu lượng khối Đạy =ppgea =6Ins1 : 


2) Hãy chứng tỏ rằng giả thiết giúp ta viết được 
Pp# =cle (giãn politrrôpic) 


Cân bằng entrôpi : 
ì | 
Tús = À Pd| -—- |= du + Pd| — |. 
p7 p 


Chất khí là lý tưởng ; nếu 4 là khối lượng phân 
tử của nó thì : 


AMc 
du =cyúT = “CV | ~- — dp+——úP 
R Đˆ 
. Í Cúp +— úP|, 
Yy-I| p p 
dp 


p 
Chỉ cần thay y bằng 4 trong các biểu thức cho 
Tp và u 


0O với k=y -ÀŒ ¬l). 


Ta thu được : 
k= 136 ;Tg=392K; 0=465 ml; 


Dg=0.89 kgm ”; Đm =57g.s 1, 


4.5.2. Phép cân bằng cơ năng đối với một dòng chảy không 
đổi một chiều 
P S ; : l 
Hàm cntanpi riêng ứ =u+— do vậy có thể được coi như một hàm của hai 
p 


: : | 
biến số trạng thái ? và s, mà phương trình vi phân là dù =—dP + 7ds (*). 
p 


Ta hãy đồng nhất vi phân của hàm ñ(P, š) và biểu thức của sự cân bằng 
€ntanpi : 


| ` Ị 
dủh =—dP + Tủs =ðg+ðw\ =dứ*) ødz. 


p 
_- ‹ l Ị 
Theo nguyên lý thứ hai, 7 dv > õø, ta có ôw >3 aú”)+ gdz+—d?P. 
Ẫ p 
Vậy piữa hai điểm A và Ö của một dòng chảy : 
8 
| l 
Mu 2 Ít T, (šg—za4)+ |CMP. 
2 D 
A 


Để giải thích ý nghĩa của kết quả này, ta có thể coi công có ích được dùng 
đ 


œ, 


*® tăng cơ năng của chất lưu : số hạng su _ L- )+@Œp —SA) ï 
B 

*® "trút" chất lưu từ trạng thái A sang trạng thái Ø; số hạng l;ư Ề 
h p 


* bù lại phần năng lượng hao phí do nội mà sát nếu chất lưu là nhớt. điều 
này giải thích chiều của bất đẳng thức. 

Ta sẽ có thể thiết lập trực tiếp biểu thức trên bằng cách thực hiện một 
phép cân bằng cơ năng. 


4.5.3. Dòng chảy thuần khiết của một chất lỏng 

Ta hiểu dòng chảy thuần khiết là một dòng chảy không có công có ích. 
nghĩa là không có máy. Đối với một chất lỏng, giả thiết không chịu nén. 
ta có thể đơn giản hóa biểu thức trên : 


LÒ 
Eư-^ : 
p p 
A 
Vì công có ích bằng không nên còn lại : 
2 7) 
A P NNặ: Ð 
KỆ; PETS Â ưng vã LIẾT NT St S0 
+. P 2Ð 


Đại lượng @, đồng nhất với một áp suất, gọi là tổn hao áp sưất. 

s Nếu chất lỏng không nhớt thì dòng chảy không tạo ra entrôpi. và sự tổn 
hao áp suất bằng không. Khi đó ta tìm lại được phương trình BERNOULLI. 
* Nếu chất lỏng là nhớt, sự tổn hao áp suất là dương. Điều đó có ý nghĩa 
đặc biệt là ở vận tốc và độ cao bằng nhau, áp suất giảm từ thượng lưu về 
hạ lưu. 
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(*) Ta nhớ lại rằng biểu thức 
này, không đưa ra một giả thiết 
nào về bản chất, thuận nghịch 
hay không của xựt biển đổi thực 
hiện bói chất lưu. Điều đó 
tương đương với sự khẳng định 
rằng có một hàm số trạng thái 
h(P, s), với : 


l5] tả r-ÍS] : 
lÙ là k2 Ê ¬ 


l vs. “ 


H.2§. Sự tốn húo áp suất trong mỘTI 
dòng cháy của chất lóng thực không 
chịu nén trong mỘI ống có tiết diện 
không đối. 


e 


“ 


@ 0; 


& lộ 


DIỀU CẦN GHI NHỚ 


M CÁC HỆ MỞ VÀ CÁC HỆ KÍN 

Một hệ là kứi nếu nó không trao đổi vật chất với bên ngoài. 

Ngược lại, một hệ ;zớ có thể trao đổi vật chất với bên ngoài. 

» Một hệ mở không được hạn định bởi một tập hợp xác định các hạt chất, mà bởi một biên 
giới gọi là mặt kiếm tra được chọn cố định. 

° Một hệ kín, được hạn định bởi một tập hợp xác dịnh các hạt vật chất. Biên giới bMi giới 
hạn một hệ kín gọi là „ặt chứa các hạt, chuyển động trong hệ quy chiếu nghiên cứu : các 
điểm của >” dịch chuyển với vận tốc cục bộ của chất lỏng. 

Các dịnh luật của cơ học và của nhiệt động lực học liên quan đến các hệ kín. 


M LƯU LƯỢNG ĐỐI LƯU CỦA MỘT ĐẠI LƯỢNG QUẢNG TÍNH 


* Lưu lượng Ủ¿; qua một mặt 3 của đại lượng quảng tính Ớ bằng số lượng của Ø di qua Ð 
trong một đơn vị thời gian. 


Ta gọi lưu lượng đối lưu là lưu lượng của Ø liên kết với sự vận chuyển vật chất. 


* Trong trường hợp của một dòng chảy một chiều, lưu lượng đối lưu của một đại lượng 
quảng tính G được biểu thị theo hàm của lưu lượng khối và của đại lượng riêng gạụy bởi 
Dẹ = gmĐm- 


1 1 
Ví dụ, động năng riêng là “K„= SP" „ và lưu lượng động năng là D= 2 Dạt” : 


M CÁC PHÉP CÂN BẰNG 
Cho .Z là một hệ mở và #” một hệ kín trùng phùng với ⁄⁄ ở thời điểm /. 
Đạo hàm theo thời gian của một đại lượng quảng tính liên quan đến Z” thu được từ một 
phép cân bằng giữa hai thời điểm gần nhau. Ví dụ, đối với động năng : 
(ẩn + 4x4) = ỐK „„ + để) — tk ,„ Œ) = ế„ + df) — ếg „ () tôốk, —ôẾK, › 
với ôớk, là động năng của vật chất đi vào .⁄ trong d và õếk, là động năng của vật chất đi 
ra khỏi . trong di. l 
Ở chế độ không đổi, trạng thái của Z là không thay đổi, và phép cân bằng được đơn giản hóa : 


(0y +xy)dfứ =ÖỐK, —Ö 6K, - 


CÁC CÂN BẰNG ENTANPI 


* Trong trường hợp của một dòng chảy không đối một chiều, công suất cơ học có ích và 
công suất nhiệt do hệ nhận giữa hai điểm A và Ø, được biểu thị một cách đơn giản bằng 


: J3) P 
hàm eHfanpi riêng Ít = + —. 


1, 2» 
Ẩn +4 =[Uhg =hj)+ <0 —01)+ g{sp ~ #4 )]Dịm. 


® Công có ích riêng w„ (còn gọi là công riêng chỉ định w; ), và nhiệt lượng nhận riêng ạ do chất 


lưu nhận dược giữa hai tiết diện của một dòng chảy một chiều không đổi được biểu thị bởi : 


1 
q+wụ =(hp —ha)+2 (tý —04)+ g(zp —#A). 
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Đài tập có lời giói 


lieu suất của một cánh quạt 
Theo Mines-Ponis, 1988 


Một cánh quạt gió mà chiều dày được bỏ qua, quay xung quanh một trục (Óx) cố định trong hệ quy chiếu nghiên 
cứu. Cánh quạt được đặt hoàn toàn rong không khí. đó là một chất lưu có khối lượng riêng p. giả thiết không chịu 
nén và có độ nhớt không đáng kể. Ở xa cánh quạt, chất lưu chuyển động với một vận tốc không đổi và đều. song 
song với trục quay (Óx) của cánh quạt. Ống dòng bao quanh cánh quạt có một tiết diện thẳng diện tích thay đổi A(+). 


ống dòng có 
tiết diện thay đổi Á(x) 


giá mang cánh quạt 


—> 


cánh 
Vạ 
quạt 


Ấn Đụ» Áa 


Ta chấp nhận các giả thiết đơn giản hóa sau đây : 

* ở bên ngoài ống dòng này, áp suất là đều và bằng #q ; 

* vận tốc và áp suất của chất lưu là đồng đều trên một tiết diện thẳng của ống ; 
* ở phía thượng lưu của cánh quạt, và ở khá xa. áp suất bằng ?ạ, vận tốc của chất lưu bằng lễ = #€, , và tiết 
diện thẳng có một diện tích đo 

* ở phía hạ lưu của cánh quạt. và ở khá xa. áp suất bằng 7, vận tốc của chất lưu bằng. W¡ = ø¡¿¿, và tiết điện 
thẳng có một diện tích 4q; 

* ở lân cận sát ngay cánh quạt, và ở hai phía của mặt phẳng của nó (lân lượt ở phía thượng lưu và hạ lưu) : 

— các áp suất được ký hiệu bởi P và ØÐ,; 

~ các tiết diện thẳng của ống dòng có một diện tích A,- =A+ = 4n ¡ 

— các vận tốc được ký hiệu bởi 0,-éy Và ø xế; 

* các cuộn xoáy được giả thiết chỉ nằm quanh quẩn trong không gian giữa Ah- và Air 

1) Từ sự bảo toàn lưu lượng, hãy suy ra các hệ thức liên kết các diện tích và các vận tốc. Ta sẽ đặt ¿Ð¡ = Du = Đh*- 
2) Liệu ta có thể áp dụng hệ thức BERNOULLI cho một vài miền nào đó của dòng chảy ? Từ đó hãy suy ra một 
hệ thức liên kết Ø,, P_.. 0z, „ạ vàp. 

3) Hãy xác định bằng hai cách lực = Fẻ, do chất lưu tác dụng lên cánh quạt. Từ đó hãy suy ra ø; theo hàm 
của ¿„ và zø¿. sau đó # theo hàm của p, Án, và ứ. 

4) Hãy xác định công suất . do chất lưu truyền cho cánh quạt. 

Người tạ đặt en =2. Hãy xác định, với Án và ø; đã cho : 

® giá trị w của làm cho # cực đại, và các biểu thức #;„ và tương ứng của lực và của công suất. 

* giá trị „„ của ¿ làm cho 2 cực đại, và các biểu thức #„ và 4; tương ứng của lực và của công suất. 

Vẽ các đường cong Ƒ(w) và -2). Hãy bình luận. 

5) Hãy định nghĩa hiệu suất năng lượng z của cánh quạt. Biểu thị r theo hàm của ¿ và định rõ giá trị bằng số 
của hiệu suất cực đại mm. 
6) Người ta cho rằng có thể chế tạo được một cánh quạt có hiệu suất tối ưu. 

Dữ kiện : Ái = 3 m”, ø, =0 m.s”” và p = 1,2 kg.m"Ở (không khí khí quyển). 
Hãy xác định lực do không khí tác dụng lên cánh quạt và công suất nhận được. 
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HƯỚNG DẪN 


Rỏ ròng là hệ thức BERNOULLI 
không áp dụng được cho toàn Độ 
một đường dòng. NẾU có trường 
hợp này thì ta sẽ CÓ tạ =Ug, 
Aq=Ay, và cánh quạt sẽ không 
trao đối cả động lượng lẫn động 
nang với chất lưu. Ngược lại, có 
thể dp dụng hệ thức trên cho một 
số đoạn của đường dòng. Trước 
hết, ta hãy nêu ra mọi điều kiện 
để áp dụng được hệ thức đó. 

Ta có thế nhận định rằng chuyến 
động ớ ngang mức của cánh quạt 
là độc lập với thời gian được 
không 2 Chỗ nào là miễn có cuộn 


xoáy Z 


Câu hói tình tế này sứ đụng các 
kết guả của những câu hỏi trên. 
Có thể nên biểu thị lực này, một 
mặt, theo hàm của các áp suất 
P,_ và ÐĐ, mặt khác, theo hàm 


của các vận tốc „ và tu 
Ta nên thực hiện một phép cân 


bằng cho đại lượng quảng tính 
nào để xác định một lực ? 


LỜI GIẢI 
1) Vì chất lưu là không chịu nén nên lưu lượng khối (Dạ =pA¿) có 
cùng một giá trị qua mọi tiết diện ; điều đó cho ta : 

Asus = Ản" ỨNr = Ah*Ph+ (= ẢH?“H ) = qua h 
2) Ơ phía thượng lưu (giữa Á; và Á._ ) và ở phía hạ lưu (giữa Ái: và Áa): 
° dòng chảy là độc lập với thời gian. Ta cũng chú ý rằng nó cũng không 
có xoáy (Không có cuộn xoáy) ; 
® chất lưu là không chịu nén và không nhớt. 


Như vậy, ta có thể áp dụng hệ thức BERNOULLI trong hai miền trên, đặc 
biệt là trên đường dòng trùng với trục đối xứng của dòng chảy : 

22 XUAO Ị 32 
* ở phía thượng lưu: ® -#= sÐứñ Sung 


l 
* ở phía hạ lưu : Ð, - Tạ =„ptñ `. 


` + | 8 s) 
Từ đó: P.—#P S S6 —¿q) 
Ngược lại, rất khó để mô hình hóa được dòng chảy trong không gian giữa 
Ai va Am 
Thực vậy, cũng như thế nếu ta đưa ra giả thiết chuyển động là không đổi 
vế? 
(thực hiện được nhờ các cuộn xoáy). Vậy hệ thức BERNOULLI không thể 
áp dụng được trong miễn này. 


` 
( . Âu CỬ = _ NuiẾy 
so =0) thì sẽ có một sự truyền năng lượng giữa chất lưu và cánh quạt 


3) Phép tính thứ nhất 


Cho một hệ mở 4⁄4 tạo bởi chất lưu nằm giữa hai mặt phẳng ở phía 


thượng lưu (AT) và ở phía hạ lưu (ÁN) rất gần cánh quạt. 


Ta hãy thực hiện một phép cân bằng đối với động lượng của hệ kín ⁄⁄¡ 
trùng phùng ở thời điểm r: 
Ủx(()= Đụ) và bực (r+d)= Dự + d)® Dmdf(Đya — vào )ếy . 
Ta biết ø là không đổi đối với hệ mở 4 và rằng : 
địa sS(ƒ 


ra Vào TH: 


Ũ 


d7. : 
Vậy ———=0.hay # 
d¡ 


prese 7 Ftánh quạt->⁄ — 0. 


Biết các áp suất trên hai mặt của ⁄: 


Í Chất lưu ->cánh quạt “” —F cánh quạt->⁄⁄4 — Fifes—x⁄⁄ 


Phép tính thứ hai 


=(P —P.)Auô,. 


Cho hệ mở 4⁄2 tạo bởi chất lưu nằm giữa hai mặt phẳng ở xa mang các 
chỉ số ø và đ. 

v _ : : „ hố. „* 
Ta hãy thực hiện một phép cân băng cho j đối với hệ kín 42 : 


Đựy ()= DĐ; () và Đựờ (+d/)= Dự; (r+ df)+ Đạd/(a — Ủy jec- 
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Nên thực hiện phép cân bằng cho 
đại lượng quảng tính nào để xác 
định được mỘt công suất cơ học 2 


Khi tìm hiếu một hàm số, và 
trước khi biếu diễn đồ thị, cân 
thiết phải cho miễn xác định của 
nó. Các giới hạn của miền này có 
thế có bán chất toán học, hay vật 
lý - u) có thể được xác định một 
cách toán học đối với các giá trị 
của không có ý nghĩa vật lý. 


bỒ: 
`9 


Vì ø là không đổi với hệ mở 4⁄2. nên ta có thể viết : 


d7 „+ 

TT” = Fyes~x⁄4 + Fòánh quạt >2 — Đn (tụ — Lụ )yv- 
2 nhúng chìm hoàn toàn trong môi trường có áp suất đụ, vậy 
F2 =0 VÀ: 


=-F 


cánh quạt->⁄4 ” Đạa(y — tạ) 


F$ Iưu—>cánh quạt V" 


Đồng nhất hai biểu thức của lực 


| 
Đm(ty —tạ)S(P — P, Ấn =PAn(§ ~Ñ), 


: D : 
từ đÓ 0 +“ =2—“—= 2n, nghĩa là : 
° ĐÁ 
| : 
PH =_ ty tứ) và F =2pAhy ~)CH- 


4) Ta hãy thực hiện một phép cân bằng động năng đối với hệ CN được 
định nghĩa ở câu hỏi 3). 

Động năng của 4⁄4 là không đổi (chế độ không đổi), và động năng đi vào 
bằng động năng đi ra, vậy : 


— #) ⁄) S 

= res † ánh QqUạU — 0 

Công suất -2 do chất lưu cũng cấp cho cánh quạt, ngược dấu VỚI -2nh quạt - 
do vậy bằng : 


,=. 


5 
pfcs — ẢAHth (PŒ.ằ.-F.)= 2pAny —H)ĐH- 
Bằng cách sử dụng biến số không thứ nguyên ứ : 
3 R) 
E.=2pAntesu( =1) và Z'= 2pAies°( ~tr) 


| ” ã 
(ty +), Các hàm sô („) và .2(u) chỉ 


% là dương Và 0n = 


được xác định với ¡ứ>— vàø< |. 


k2 — k3 [— 


Các đường cong vẽ được (với »=HX l) tương ứng với, 


ƒŒ)= . =2u(]—) và plu)=— TS =202(1—u). 


DÁN§ ĐẢÁng 


Nói chung, hiệu suất được xác 
định bởi tỷ số giữa lượng "thu 
được” và lượng “bỏ ra” của cùng 
một đại lượng 


Nếu không có cánh quạt thì 
lượng năng lượng bó ra trong 
một đơn vị thời gian, với một cái 
máy chiếm cùng một diện tích 
như cánh quạt sẽ là bạo nhiêu 2 


® Flà cực đại VỚI ứ=Hpg = 
m 


Na 2 4 2 § 3 
* . là cực đại VỚới œ= Hy = T Fn¿= tà DÁH?g : ‹: =.PÁH1§- 


Chú ý : 
» I : ; 
*® Nếu u=ứpg, tạ =Ũ và Áy = 24u- Toàn bộ động lượng của chất lưu 


được truyền cho cánh quạt. Do vậy lực đúng bằng lưu lượng vào của 


1s 


Ị 
động lượng : F`= Dmty = 2TAnử 


* Nếu u tăng quá —, tạ tăng và lượng động năng do mỗi phần tử chất 


2| — 


lỏng truyền cho giảm ; nhưng, tiết điện vào tăng, lưu lượng tăng và tích 


: : 2 
#ố (động năng riêng bị mất x lun lượng) đi qua một Cục đại với = sở 


5) Nếu không có cánh quạt, không khí giữ nguyên vận tốc Ủy Và động 


: Am... l 2 ZÍ sˆ% + » 
năng riêng của nó băng 3" Công suất bỏ ra (cung cấp) trên một máy 
e 


cũng công kênh như cánh quạt là bằng lưu lượng động năng qua điện tích 
4H. nghĩa là : 


| 2 
“#tu„necấp = — ĐịnỦg =—DÁAH¿š 
cung cấp 2 m°øg 2 Đân g 
- ... 2 2 
Khi đó hiệu suất bằng z = —— 4¡~([—ú). 


“cung cấp 


¬ : l6 s : : , 
Hiệu suất cực đại „ =—- thu được với ¿=—. Vì công suất cung cấp là 
27 


t9 [t2 


một hằng số nên hiệu suất và công suất tỷ lệ với nhau. 


6) 2= lLØ7 kW với F= I60N. 
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Đài tập 
ẤP DUNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


4 Đồng hồ đo khí 


Khí mêtan là thành phản chủ yếu của khí thiên nhiên, 
có thể cho một năng lượng j;¿¡ = 890 kJ.mol Ì khi 
cháy ở 300 K. Tìm lưu lượng theo thể tích ở 300 K ra 
đơn vị m°.h ! của một ống dẫn cung cấp cho một lò 
đốt có công suất lý thuyết là 20 kW ? 


s2 Lực tác dụng lên một ống có khuỷu 

Từ một lỗ cố định trong một ống nằm ngang, cứng, 
có tiết diện không đối $ có nước chảy ra với một lưu 
lượng khối Địn. Ống có khuỷu, và phương trung bình 
chịu một góc quay œ. Mặt ngoài của ống nằm trong 
khí quyển có áp suất ñy : ống được giữ cố định nhờ 
các đai và bulông. 


phần cố định 
Ï St S”h 3> 
———————> 
E124 
TT DEN do suấc Ð, 


các vòng đai và 
— Bulông cố định ống 


áp suất khí quyển #2 


Ở hạ lưu (phía dưới), nước được phun ra khí quyển, 
và ở phía thượng lưu áp suất bằng Øñ cao hơn đ. 
Sự tốn hao áp suất tuân theo một quy luật tuyến tính 
ñị= fạ =KD 
Hãy tính : 
a) lực do nước tác dụng lên ống. 


"1" 


b) tổng hợp lực & do {các vòng đai, các bulông và 
phần cố định} tác dụng lên ống để giữ cho hệ thống 
đứng yên tại chỗ. 

Áp dụng : 

D=Ikgs”!; S=10 cm”; K=0,2 barkg Ù; q =909, 


Šj Tia nước trên một bản chuyển động 

Một bản đặt vuông góc với phương nằm ngang (Óyx), 
chuyển động tịnh tiến với vận tốc không đổi 
¿=0éy,. Bản bị "đẩy" bởi một tỉa nước có vận tốc 
tạ =rụe, và lưu lượng khối Đ„y. Một bộ làm lệch 
dòng lái tia nước một góc có giá trị œ trong hệ quy 


chiếu của bản ⁄⁄4,. Tia 
nước giữ một tiết diện đêu. 
áp suất của nó luôn bằng 
áp suất khí quyển và người 
ta bỏ qua mọi tính nhớt. 


1) Tính lưu lượng Ø/p của tia nước trong hệ quy 
chiếu .Zb. : 
2) Tính lực tác dụng lên bản. 


4 Công suất của một bơm nước 


Một chiếc bơm hút nước 
từ một piếng lên và 
chuyển nước vào một 
bình chứa đã được điều áp 
với một lưu lượng khối 
không đổi D„„,. Mức trên 
của nước trong bình chứa 
ở độ cao phía trên mức 
nước của giếng. và áp suất 
ở đó bằng 7|, cao hơn áp 
suất khí quyển ?. 


Tính công suất -2 do bơm cung cấp cho chất lỏng : 

a) nếu bỏ qua mọi độ nhớt ; 

b) nếu sự tổn hao áp suất A7? trong các ống tỷ lệ với 
lưu lượng. nghĩa là AP= K Dạ. 

Người ta thừa nhận rằng công suất của các lực nhớt 
chỉ phụ thuộc vào lưu lượng. mà không phụ thuộc 
vào h và ñ. 


5 Máy trộn 

Một máy trộn có van, thụ nhận nước lạnh (nhiệt độ 
7¡. lưu lượng khối Ø¡), và nước nóng (?,›). 

Hãy xác định nhiệt độ Tr của nước đi ra khỏi van. 
Hãy nói rõ các giả thiết 


Ố Máy nén đoạn nhiệt 

Một máy nén đưa không khí từ trạng thái I ở bầu khí 
quyển (ñ=lbar, 7¡=300K) lên trạng thái 2 
(ñ =6 bar,7›). Công suất của động cơ nén khí 
bằng 1.5 kW, và lưu lượng khối bằng 6,5 g.s !, Đối 
với không khí được coi là khí lý tưởng 
cạ = k0 kJkg KT” và y =k4, 

1) Tính nhiệt độ 7. 

2) Tính cntrôpI tạo ra trong một đơn vị thời gian. 


234 


kỒỈ 
“tt 


3) Lưu lượng sẽ là bao nhiêu nếu sự biến đổi của 
không khí là đẳng entrôpi. 


Z Máy làm lạnh 


Trong một thiết bị trao đổi nhiệt hoàn toàn cách nhiệt, 
không khí nóng (H =6 bar, 7¡ =500K) được làm 
lạnh đẳng áp tới nhiệt độ 7ạ bằng 300K. Chất lưu 
giảm nhiệt được cấu tạo bởi nước (nhiệt dung riêng 
c=4.18 kl.K”Ù) đi vào ở 

nhiệt độ 0„ = 12°C và đi ra —> 

ở nhiệt độ Ô,. Luu lượng nước [` 
của nước là dđ= 100 g.s” _ [TT m 
và lưu lượng của không khí ề khí 

là 6,5 g.s 1}. 


Tính 6,. 


VÂN DUNG VỐN KIẾN Thức 


ö Lực lên một vòi rồng chữa cháy 
Một ống mẻm có tiết 
diện %, tận cùng bằng 
một đầu bịt có tiết điện ở 
cuối s rất nhỏ so với §. _——> 
Áp suất ở trong ống ẻy 
bằng Đ, và tỉa nước đi ra 
trong khí quyển có áp ®& 
suất lạ. Đầu bịt hợp với 
phần trước của ống một 
góc vuông. Vận tốc của tia nước sẽ được giả thiết là 
rất lớn so với vận tốc của chất lưu ở trong ống. 


Z 
áp suất P, 


tiết diện # << Š 


áp suất Pạ- ñ 


Nước được coi là một chất lưu lý tưởng, tính lưu 
lượng khối D„ụ và #, thành phản song song với tia 
nước của lực ` do người cầm vòi rồng tác dụng. 

Dữ kiện : B, = 10 bar; Rạ =1 bar; s=1 cm”. 


) Tên lửa 


Một tên lửa có khối lượng ở thời điểm r là mm, phụt về 
phía sau các chất khí thoát ra từ sự cháy nhiên liệu và 
chất oxy hóa nhiên liệu chứa trong tên lửa. Giả thiết 
tên lửa chuyển động tịnh tiến với vận tốc ø đối với 
hệ quy chiếu nghiên cứu coi là Galilé và giả thiết vận 
tốc của các chất khí phụt ra trong hệ quy chiếu Z‡ 
của tên lửa là đều và không đổi. Dạ biểu thị lưu 
lượng khối của chúng. 


1) Tính lực đấy của tên lửa , nghĩa là lực Tụ cần phải 
đặt vào một hệ kín chịu cùng các ngoại lực để thu 
được cùng một gia tốc 

2) Tên lửa, có vận tốc ban đầu bằng không không 
được đặt dưới một tác dụng bên ngoài nào. Lưu lượng 
là không đổi và khối lượng cuối cùng bằng một phân 
số œ của khối lượng ban đầu. 


tuye buồng đốt bình chứa 

Tính động năng cuối cùng ếk cuại của tên lửa. Khối 
lượng ban đâu là cố định, hỏi với giá trị œm nào của 
ơ thì k.cuø¡ cực đại ? Xác định hiệu suất cơ năng r 


và tính hiệu suất đó đối với œ =œm. 


1 O Con quay phun tưới 


Một con quay phun tưới được cấu tạo bởi một ống 
thẳng đứng trục (Óz), và một ống nằm ngang có hai 
tay đòn dài a, tận cùng bởi các đầu bịt với tiết điện 
cuối cùng bằng $. Chiếc ống nằm ngang có thể quay 
xung quanh trục cố định (Óz). Bỏ qua bê dày của các 
ống, và giả thiết các dòng chảy là một chiều. 

Mômen quán tính của con quay và của nước chứa ở 
trong đó bằng 7, và khi quay với vận tốc góc œ, nó sẽ 
chịu một ngẫu lực cản không đổi có giá trị tuyệt đối I.. 
Lưu lượng khối của nước là Dm. 


1) Thiết lập phương trình vi phân cho œ() . 

2) Tính œ„, giá trị của œ ở chế độ không đổi. 

3) œ bằng không tại thời điểm ban đầu, hãy khảo sát 
chế độ chuyển tiếp. 


“1 1 Mặt cắt (profin) của một ống tuye 

Để đơn giản hóa, người ta giả thiết dòng chảy của khí 
trong một ống tuye là một chiều, không đổi, đoạn 
nhiệt và đẳng entrôpi. Mục đích của bài tập là liên kết 
vận tốc chảy ¿Xz) với tiết diện Š(x) của ống tuye. 

Chất khí đi vào ống tuye tại x = 0, với vận tốc y (0) nhỏ 
không đáng kể, một áp suất P(0) = Px, một nhiệt độ 
T(0) =T¿ và một khối lượng riêng p(0) = Đa. 


Chất khí được giả thiết là lý tưởng và có khối lượng 
phân tử AM. Tỷ số y được giả thiết không đổi và đã biết. 


1) Hãy biểu thị quan hệ tổn tại giữa vận tốc ¿4+) và 
khối lượng riêng pŒ2). 

2) Hãy biểu thị hệ thức giữa lưu lượng khối Ð, ;4x) và 
SŒ). 

3) Tuy theo vận tốc phun øg của chất khí, hấy biện 
luận hình dáng của mặt cắt của ống tuyc. 


1 L2) Động cơ tuabin 
Theo ENSAM, [99] 


Ta hãy sơ đồ hóa một động cơ. Chất lưu vận hành là 
không khí, được coi là khí lý tưởng. 

Dữ kiện : cp =1,0 kJ.K”Ìkg”Ì và y= 14. 

Lưu lượng khối của không khí là Ø„„ =0,9 kg.s”!. 
Các phần tử có các đặc trưng sau đây. 

*® Tuabin nén (T.C) 

Hiệu suất cơ học nị„ = 0,95; 

không khí hút vào : 
P) 


—~=4; nén đoạn nhiệt ; hiệu suất chỉ định đối với 
Đị 


quá trình đẳng cntrôpi : nị¿„ = 0,9. 


n =10°C và pì=l,0bar ; 


ý; 
Theo định nghĩa, rị¿. Sà TT với W; là công chỉ định 
¡ 
và W/ là công chỉ định của một quá trình đẳng 

cntrôpi ảo giữa trạng thái I và áp suất Đ;. 
* Tua bin (F.U) 
Hiệu suất cơ học rịm =0,95, nhiệt độ nạp khí vào : 
W/ 
f¿ =927°C ; giãn đoạn nhiệt, với tị =—>= 0,81. 
ị 


Tua bin làm khởi động tuabin nén và cơ cấu truyền 
của vật truyền. 


* Thiết bị trao đổi nhiệt đoạn nhiệt (E) 


: : f4 —f 
Hiệu suất : e = )_—2 =0,124 
fs —Í2 


* Buông đốt (C.H.) 
Các thành đoạn nhiệt ; đốt cháy đẳng áp ; hiệu suất 
n„ =0,97. 


h hấ hâ 
Theo định nghĩa : nị. = Ho ii 
(nhiệt do đốt cháy) 


Người ta bỏ qua : 

* các tổn hao áp suất, từ đó Ð =,=, và R=R=ñ; 
*® các biến thiên động năng và thế năng ; 

® các biến thiên nhiệt độ trong các ống dẫn nối liền 
các phản tử khác nhau ; 

*® các biến thiên lưu lượng do nhiên liệu bơm vào. 


x 
cơ cấu 
truyền 


1) Tính nhiệt độ ¡; cũng như công suất Z4 cung cấp 
cho trục của máy nén. 

2) Tính nhiệt độ rs và công suất r có sẵn trên trục 
của tuabin. Từ đó suy ra công suất 4 do cơ cấu 
truyền của vật truyền nhận được. 

3) Tính nhiệt độ ¡„ , hiệu suất toàn bộ rị và lưu lượng 
khối theo giờ Dạ của nhiên liệu mà năng suất tỏa 
nhiệt bằng 4,0.10' kJ.kg”Ì. 

4) Tính nhiệt độ í¿ ở đầu ra của thiết bị trao đổi nhiệt. 


LỬI GIẢI 


Thể tích phân tử bằng 


D 
1 2 =đqDn = Qua Đối = mại = : 


mol 
24,6 L (giả thiết là khí lý tưởng) và Dạạ¡ = I,99 mỶ.h”}. 
ki a) Bằng cách thực hiện một phép cân bằng động lượng đối với 
L9 Z 2 c . ` Ti ` 3 “K. A D 
Chât lưu chứa ở trong ông tại thời điêm L mà vận tốc là o= MS „Ía 
p 


thu được : 


Ty sức + ỘU — ÏS(cœ%œc, +sinŒc.)= Dị(qwde, +snGẻ,)—¿t,], 


Từ đồ suy ra: 


s. `. Iì C1, h ` 31+ : 
TT ng. sứ [(T~ eosœ )£, — sindẻ,,|+ KĐmSty - 


bì Tả khảo sát tập hợp các lực tác dụng lên ống. 


Tông hợp các lực do một trường 


áp suất đều trên một mặt kín Pạ 
bằng không. Để tính tông hợp | | khí quyển 
các lực áp suất khí quyên Ñy T— vÃ 
_tác dụng lên phía ngoài Ông, ta $ | 

lưởng tượng một tình huống ơ Z 


đó hệ sẻ chìm hòan toàn trong Ñ 
môi trường Có áp suật Bị. 


Tông hợp các lực áp suất sẽ bằng không. vậy : 

hy + RySẽy — RyS(cosŒẻ, + sinœey) =0, 
hay ; lạ =—RyS|(Ï— cosŒ)ế, —sinGẻ, |. 
Vậy ta có : 


=0, 


2 ngớt ¬š 00g 


q+R+ 
điều này cho R=—Ñ — F 


nước —»ôïIg hay : 


$ 


Ỷ 
8"Éˆ~X 


: D. n- 
AI s l nsÌu — €0sơ )#¿ — sinŒ¿,]+ KD 
p› / ì 
+j5[(— cosœ)e, — sinœ e, ] 

Dh 


pS 


[(I~ cosŒ)ey —sinœe, ]}+ KD 9v. 


Lực này không phụ thuộc vào ấp xuất khí quyên. Kết quả này cũng có 
thê được thiệt lập bằng một phép cân băng động lượng liên quan với 
hệ (ông + nước). 


Áp dụng bằng số: F4 =—2LN và Fy„=+IN. 


3 l) Dp=pSttp~) và Dạ =pÐ Suy, vậy Dịp= [te ) 
9 


HIỂU <Uụ. 


2) ⁄_ là hệ Galié. Sự bảo toàn năng lượng trong ‹4_ bao hàm rằng 
vận tốc (vô hướng) của nước là không đôi trong -⁄2- (người la không 
tính đến trọng lực). 


Vận tốc của tỉa tới trong 4 bằng Vịp =(ty TU)ễ,. 


Vận tốc của tỉa ló trong 4 là lọ =(y — Ø)(COSG C4 + sinGŒ£„), 
HỆ (bản + nước tiếp xúc với bộ làm lệch dòng} dược đặt dướ áp suất khí 
quyển (có hợp lực bằng không) và dưới một lực —F` bù trừ với lực tác 
dụng bởi tỉa nước. Mội phép cân bằng động lượng đối với hệ này cho : 


-È = Dp(Ủp—Ÿ,p). hay F nai! =Ìu ©Œ)€, —sInŒC, |. 
th 


' 2x _ mm... b, 5< 
đ a) Ta thực hiện một phép cân bằng cơ năng đôi với hệ 2 tạo 
bởi nước. ở thời điệm t, chứa trong một ông dòng liên kêi mặt trên 
của giểng và mặt trên của bình chứa. Gôc của các thê năng được chọn 
Ở ngang ÚC VỚI tHẶt g1iểng. 

* Các động năng riêng đĩ vào và đĩ ra được bo quả. 

* Thể năng riêng đi vào băng không (⁄ =0). 

* Thê năng rêng đĩ ra băng eh. 

Vậy : 

ớy ,Ú+d0 Tái 0) =áy, 0 £dÐ)=ếm (D+ ĐDụyết(eh— 0) 


bà 


= Dy,d((sh~0). 
Vì chế độ là không đối. nên Ốc + di)= “M„(0, 


Công suất cửa các lực áp suất là : 


D 
2 = ¬ ¬ = c4 LÚU 
“lrey = h Bến P viếng ñ “hình £ bình “° th h) : 


šM„+d0=#  V0)=(2+44 


pIUS 


- h-h 

Mu 2=0| a+ TỦ) 
` p 

b) Tạ phải thêm vào phép cân bằng công suất của các nội lực nhới. 
Người ta giá thiết động cơ không hoạt dộng với h = 0 và 
h=lR-AP. Khi dó phép cân bằng năng lượng sẽ cho 
l2 cu nh 
p 


2. ——,Z 
“ớt se “Ấp suất ~ Dụ 


VÌ 2y không phụ thuộch và Bị nên : 


3 


ST TÊN 
Z=p| : ch PÌuxeh 
p p 


hồ Các giả thiết 


Có thể giả thiết van là đoạn nhiệt (ít nhất là trong chế độ không đổi, 
khi các ông đã nóng). Hơn nữa, nhiệt dung riêng ở ấp suât không đôi 
c của nước không phụ thuộc vào nhiệt độ trong khoảng đang Xét. 


Ở chế độ không đôi, cntanpi đĩ vào van trong khoảng dL băng chtanpi 
đi ra cũng trong khoảng thời gian đó. 
T+D 


p€muÐ\Tidt + pm; = p€n(Dị +D,J,dt hay 1T _.. 


Ó 1) Vì chất khí là lý tưởng nên 2= D) 
đó Tạ =53IK. 


Ah= Dạe,(ï —T,) từ 


In" 


2) Đối với một khí lý tưởng dh=cpdT=Tls+eúdP- và 


T = 5 
As =£Œp In| < ? lỊn _ 
q2 cà h 


3e 2 z s Ỷ =  . „* ` ` 
Thực hiện một phép cần băng cmưôpt đôi với hệ kín 2 trung phủng 


với hệ ImƠ + câu tạo bởi máy nén và chất khí chứa trong đó : 


237 


dể > d$u 
+ =—”—* Dmsa — DmSq - 


đí đí 
Vì entrôpi là không đổi nên phép cân bằng này dẫn tới : 
d$ 


lạOra 


= D„As=0,38 KT} s”], 


3) Ở lối ra của một quá trình đẳng entrôpi, nhiệt độ sẽ là 501 K và lưu 


lượng là 1,5 gs "1. 


Z⁄ Các công suất nhiệt do chất lưu nhận được ở đầu vào và đầu ra là 
ngược dấu. Đối với môi chất lưu, một cân bằng entanpi cho : 
Dm(hào ~ hịa) = ‹f 


Vậy dAlww + DạAhuu =0, hay Ô;=Ô/+ 


DmCp ` 
T-—T), 
đc ứ 0) b 


đó Ô, = 15,IC. 


le) Vì chất lưu là lý tưởng nên có thể tính lưu lượng bằng cách sử 
dụng hệ thức BERNOULLI : 
P) 


2 £ 
Địa R ống PP 
Di co CÔNG TU HE ý và D„ =pSUya 


+—+ 
2p 

Biá Ỳ 2 DÀ ân - 

IÊI rằng tựa >> dặn, „ IÊn : 

puậy =2(Pị— Rạ) và. Dạ = p su = s4|2p(R,— Rị) 
Một phép cân bằng động lượng áp dụng cho hệ tạo bởi đầu bịt, 
khuỷu ống và chất lưu chứa trong đó, cho : 
F+(Pị— R)%6, + F'= Dn(ụa — Đặng )„ 

F biểu thị lực phải tìm để tác dụng lên đầu ống, và F'= F'ẽ, biểu 
thị các lực liên kết của ống ở thượng lưu. 


VÌ Đụa 3> U„. t4 CÓ : 


ông 
F+(ñ.- R) Sẽ, + F'= Da(Đụa — Ö) 
Từ đó ta suy ra F„ =25s(R| — Rị). 


Áp dụng bằng số: Dạ = 4,2 kgs”' và. F„ =180N.. 


@ 1) Ta đứng trong hệ quy chiếu phi Galilé :Zfy 
Cho hệ mở ‹⁄ cấu tạo bởi tên lửa, nhiên liệu và các chất khí chứa 
trong tên lửa và hệ kín tràng phùng 4”. Hệ này chịu một lực tương 
tác Fạ ( trọng lực, lực ma sắt v.v..). p„ là không đối, và phép cân 
bằng động lượng cho : 

l+ Tên" = Dạ —0 (lưu lượng vào bằng không) 
, hay lạ =- ĐH. 
Sự phân tích cũng có thể được tiến hành trong hệ quy chiếu nghiên 
cứu, song phép tính toán kém đơn giản hơn một chút. 

dø 


du 
—=(ma— D_t)—=D.u. 
2) m(t) n (mạ — Dạ!) T nU 


Theo định nghĩa l + T = mã =~ F TH 


Tụ 


Tích phân phương trình này ta được u()— 0= uln : 
Họ — Dạt 


Vậy 0 


¬ | 
suối = UlnQŒ và šk ái =2 mụu'o(Ino) : 
Hàm f(œ)=œ(Inœ)”. nhận một cực đại với Ind + 2 =0. Év uy, 
đo vậy, cực đại với œ =œạ =0,14. 
Cơ năng phải tiêu tốn để phun vào một khối lượng khí dm, trong hệ 


quy chiêu của tên lửa băng d ếw, = dm cu) . Cơ năng toàn phân phải 


œ(Inœ )ˆ 


c8“ 28 vien] XI vi : ` 
tiêu tôn là 2/muw”(1~e) và khi đó r= . Nêu œ =œạ, thì 


—ơ 
r=0,63. 


XÍ O 1) Cho :Z là hệ mở cấu tạo bởi con quay phun tưới và nước 
chứa trong đó (đơn giản nhất là đưa con quay phun nước vào hệ, vì 
trong trường hợp này, dễ xác định các ngoại lực) và ” là hệ kín 
trùng phùng ở thời điểm t. L biểu thị mômen động lượng đối với trục 
quay. Ta thực hiện một phép cân bằng mômen động lượng trong hệ 
quy chiếu nghiên cứu, được giả thiết là Galilé. 


' 1 n. 
*® Trong thời gian dt, một khôi lượng ồ m= 5 Phối ra khỏi môi đâu 
s 2u ki, ˆ Z7 ` ` À + ` D m 
bịt với một vận tôc mà thành phân theo qy là œa— Phường : 
p 


* Khối lượng 2ồm đi vào ống đứng có mômen động lượng bằng 
không. 


Lự> (ft+df)— tự ()= Lyự +d0— L„()+ 2Š m [se] : 
* *, pế 


từ đó : 


du ỨA 
— Đụa 0á— so : 
dí dí pŠ 


dL,„ : P, d 
Z—=-T nếu œ >0 và TA c0 HÓU- 
đí đí đí đí 


và 


2 dœ 2 D 
Nêu œ > 0, VETáu =0 VỚP @0ạ=—-c0sŒ — 


p54 Dạ¿ 


: D : D} 
2) 0„=@ạ nêu Ï <-® onsg hay œ„=0 nêu > “TẾ co, 
p 


p$ 
( 
3) œ =o,|-sø(~= | : 
1 


X: 1 1) Sự chảy là đoạn nhiệt và không có công có ích vậy 
ĐỀ =2(hạ — h). 


Chất khí là lý tưởng, nên (hạ — h)= cp(TA —T). 


x4 


"2z 


¬- vế :  đìy 
Quá trình dân là đăng cmtÔjI vậy KHI 


Ï 
_,(P% 
Đ=D+ Pị 


Sau các phép tính. ta tìm được 


_ Hàn 
`... ì | Cử, 
3) Tí đạo hàm biêu thức trên : SN ĐC ừ - =0. 
1 Y -] lâm 
2tnŸa 


t{x) là một hàm số đồng biên và S` triệt tiêu với : 


"1¬ ^¬—<.. 
ca tha “Ƒ h Tà 
y+Ï y+1M 


Do vậy ta có bảng biển thiên của S (HÊU 0g > dụ) : 


* § (0) sẽ vô cùng lớn ! Mô hành giả thiết 0(0) = Ú vì vậy, không áp 


dụng được tại X = 0. 


so JRñ 


tụ = " Hình như đây cũng là biêu thức của vận tốc của âm 


ở nhiệt độ Tạ, của chất khí tại *g- 


* Nếu ©g (được xác định bởi áp suất P„) nhỏ hơn tụ. khi đó chỉ 
mình S (x) là nghịch biến 
Kết luận 


Với một vận tộc phun nhỏ (Cụ < nạ), ông tuyc là hội tụ. 


Với một vận tốc phụn lớn (siêu âm), ông tuye là hội tụ (tăng tốc tới 
Đạo), sau đó phân Kỳ. 


4 Ø 1) Gọi T›_ là nhiệt độ của một quá trình nén đăng cmuôpi ẳo : 


Phép cân băng cimanpt cho 


Âm... 
ĐEHỊn tpATng TẠP. te on THỦ =-Tứ -T;). 
1 


từ đó (› = 163”. 
Dịnth 


_ñ _ Ẻ 
2= UP — nữ đó 2= 145 KW, 
Tìm 


2) Bằng mội lập luận tương tự : T =M?SK; 7 =882 K ; ¡ =6%C, 
+ =-nuÐn(— ñị) và 2= 269 kW, 
Công suất sử dụng được là - = 124 kW. 
3) Theo hiệu suất của thiết bị trao đôi nhiệt, (;=4939C, 
Phép cân bằng entanpi dối với CH cho lụ — th =ằŒ~ R)=434 ky” : 
Vậy công suất nhiệt do nhiên liệu cung cấp là : 

2l = Dạ Đi, 441 kW. 

tụ 


) 
đ \ 447.10 -_ 
Từ đó n=0,2§ và. Dị -?!? s00 = 40,2 kẹh Ì 
4.10/ 
4) Thiết bị trao đổi nhiệt là đoạn nhiệt. vậy hị— hà + lụ — hạ =0. 


hay t„ = 2779°C., 
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M ụ c riêU 


8 Nắm vững các công cụ toán học cân thiết 
cho việc nghiên cứu vật lý các trường. 


ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Các phép tính đơn giản. 


TRƯỜNG VÀ 
PHÉP TÍNH 
VEÿT0 


* 
Mở lạ| ệ 
Chương đặc biệt này đặt ở cuối sách nhằm trình bày 
một cách đơn giản và thiên vê ý nghĩa vật lý, các 
công cụ toán học chủ yếu cân thiết để nghiên cứu 
vật lý các trường. 
Mục đích của chương này không phải là chứng mình 
tất cả; tuy nhiên, chúng ta cũng nêu lên các mối liên 
hệ chính yếu tôn tại giữa các toán tử khác nhau này. 
Trong giáo trình này thì chương này luôn được nhắc 
đến để tham khảo. Hơn nữa, nó còn là một phân bố 
sung hữu ích để nghiên cứu điện từ học. 
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*Ø, 


' Các tọa độ không gian 


1.1. Tọa độ DESCARTES 

Đây là các tọa độ đơn giản nhất để sử dụng. Các vectơ đơn vị ¿¿, ề, 
¿. tạo thành một tam diện thuận. Một điểm 4 được xác định bởi ba tọa 
độ của nó x, v và z (ñ.), 


và 


Tương ứng với một độ dời nguyên tố của 4⁄ là vecLơ dÄf với (h2): 

dÄf = dvẻy +dyẻ, +dsé». 
Kết hợp với các tọa độ này còn có các diện tích nguyên tố, các thể tích 
nguyên tố (hình 3). Mọi đại lượng vô hướng ø (hay đại lượng vectơ G) phụ 
thuộc điểm Ä⁄/ sẽ được ký hiệu ø(Ä) = s(v, v, z) hay G(M)= Ớ(x.y.z) : 


+ tọa độay † 
H.1. Hệ tọa độ ESCANTES. Các tọa — H.2. Vectơ dA1 có các thành phân dụ, H.3. Thể tích nguyên tố dị = dš dy dỹ 
độ của M là X. V3: tta05: 00 E82 Tại dược giới hạn bởi sáu điện tích 

% Ề by 3X MCv ĐK Ũ “ ~ = cày: : IỆT, 

ÄMifvi v2) về v& Hự HgHyên tố phảng với d$i =daủy, 
) đÄ/ =dvẻy tdye, +dze., d§; =dvd; và để; =dyd, 


1.2. Tọa độ trụ 


Một điểm A⁄ƒ được xác định bởi ba tọa độ của nó z, 0 và z (0.4). Các tọa độ 
này được kết hợp với các vectơ đơn vị ¿„, & và ¿. tạo thành một cơ sở 
phép chiếu trực giao phụ thuộc vào chính điểm j/. Các vectơ ở„, áy và 
£- tạo thành một tam diện thuận (/.4). 


tọa độ š ch, ở, 


— tọa độ 
ˆ ——eM 
n Ũ 
pn - % 
z.//}z' y : 
z4) cổ, 
Hư, -, h Xu: ks 
kỆ Ó Hớ ! Y 
H.4a. 2 toa độ trụ. Các tọa dộ của — H.4b., St vớ) đất các vectlở ở, ác và — H‹ác. Trong mặt phẳng (xOy), ta lại 
MỊ là r, 9, s: MŒứ, 9, š). 2, tìm thấy hệ tọa độ cực. 


Với mỗt độ dời nguyên tố của 4 lại tương ứng một vectơ d4 


Trong tọa độ trụ (hứih 5): dM = dr e„ + rdÖ da + dzẻ;. 
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Kết hợp với các tọa độ này là các phần tử diện tích và thể tích (h.6). Mọi 
đại lượng ø phụ thuộc điểm AM sẽ được ký hiệu g(M) = øŒứ, 9, z) hay 
G(M)=GŒ-9.¿). 


Tạ 
z+dz lộ dr  dS; <4 H‹. Sự (hế 2n các diện tích (và thể 
lì " tích) nguyên tố trong trường hợp các 
đề; tọa độ trụ: 
d$, =drdz;, d5; = (+ dz)d0d:, 


dŠx =rd0dz và thể tích có biếu thức 
đr =rdÐ drdz. 


: dỡ 


H.5. Trong tọa độ trụ: 
đã = drẻ, + rdÖ & + dzẽ,. 


1.3. Tọa độ cầu 


Một điểm M được xác định bởi ba tọa độ của nó z, Ô và @. Các tọa độ này 
được kết hợp với vectơ đơn vị ở-; &; ố, , tạo thành một cơ sở của phép 


chiếu trực giao phụ thuộc vào chính điểm Ä. Các vectơ ở„; â; éạy TẠO 
thành một tam diện thuận (5.7). Với rối độ dời nguyên tố của AM lại 
tương ứng một vectơ dM. 
Trong tọa độ cầu (b.8): 

dM = drễ, + rdÐ äy + rsinÔ dọá, . 


Kết hợp với các tọa độ này là các phần tử diện tích và thể tích (¡.9). Mọi 
đại lượng ø phụ thuộc điểm AM sẽ được ký hiệu g(M) = gữ, 9, @) hay 
G(M) = Gữ0,0). 


~> H9. Các diện tích nguyên tố (và thế 
lích nguyên !ố) trong tọa độ cầu: 
đối = rdrdÖ; d5; = rsin0dzdo;, 

X d5 =(r+ dr} 2Ð sinDd@ và thế tích 

H.8. Tọa độ câu: có biểu thức dt = rˆsin0 drd0 do . 

dAƒ = drể, + rdÖ ấy + rsìin0doä,. 


Chú ý: Các đại lượng r và 9, được định nghĩa ở đây, khác các đại lượng 
tương ứng trong toạ độ trụ. Trái lại tọa độ @ và vectơ đơn vị đọ lương 


ứng lại đồng nhất với các đại lượng Ð và & trong tọa độ trụ ! 


242. 


 = ... 


*2; 


2 Đường chu vi và bề mặt 


2.1. Định nghĩa 
Cho một đường cong nối hai điểm A và B trong một không gian (h.10). A 
H.10. Đường cong € không được 


Khi A và Ø trùng nhau, thì đường cong được gọi là kín: nó xác định một : 
định hướng từ A đến B. 


đường chu vi (0.11). Đường chu vi này, không nhất thiết là phẳng, lúc đó 
sẽ giới hạn một mặt $ không duy nhất. Các mặt Z¡ và >; đều tì lên trên 
cùng một đường chu vi ⁄ (5. L2). 


Mội mặt kín là một mặt giới hạn một thể tích V (¡w.13). 


+; mặt kín > thể tích V 


A=B CÔ. T2 


⁄ 23Š 
H.11. Đường chu vì với một mặt kết  H.12. Hai mặt >Đị và >;¿ tì lên trên — H.13. Mặt kín > giới hạn một thể tích 
hợp tì lên đường cong này. cùng một đường cong kín (hay đường — kết hợp V. 
chu vi) €. 


2.2. Quy ước về sự định hướng 

Ta kết hợp với đường chu vi một chiều đi: một phần tử chiều dài vô 
hướng d/ cho phép dựng vectơdM =d/7, trong đó 7 là vectơ đơn vị tiếp 
tuyến với đường cong (hình 14a và b). 

Với một mặt, ta kết hợp một hướng : một phần tử diện tích vô hướng dS, 
và pháp tuyến W của nó, xác định một vectơ dS, độ dài dŠ và hướng 
theo pháp tuyến W sao d$=d§N (h.l4c). 


a) ï B b) = 
d3⁄ 
dÄ1 
L4 
L4 

Ạ : 
H.14áa. Đường cong được định hướng  H.14b. Đường cong kín € có định  H.lÁc. Đường chu ví có định hướng 
từ A đến B. hướng, hay đường chu vì có định hướng. với mmột mặt kết hợp. 


Trong trường hợp một đường chu vi, các phần tử vectơ T và N tuân theo 
một quy ước về định hướng : 

*® không có quy ước tuyệt đối vẻ sự định hướng đối với một đường chu vi 
(h.14b) ; 

® nhưng tồn tại một quy ước về sự định hướng giữa một đường chu vi và 
các mặt tì lên đường chu vi này. Quy ước tương đối về sự định hướng 
được chỉ rõ trên các hình 15 và 16. 


N 
H.15. Quy uóc vê sự định hướng của các mặt tì lên đường cong 4 có định hướng 


cho truóc. 
Mội mặt kín, theo quy ước. được định hướng là dương ra phía ngoài thể 
tích mà nó giới hạn (h.l7). 

thể tích V 


mặt kín > 


¬¬...... — 
các mặt kín Sự và Xà thể tích Ÿ 


%> 


~> 


w 


H.17. Mặt kín Ð giới hạn thế tích kết họp V. Thế tích V có thế được giới hạn bới 
hai mặt kún 2). và 232 


3L GX?” 


2.3. Các tích phân kết hợp 


2.3.1. Tích phân của một trường các vô hướng 


Cho một đường cong ⁄ và một mặt 3 kín hay không. Ta sẽ sập các tích phân 
vô hướng hay vectơ được tạo thành xuất phát từ các trường vô hướng: 


* tích phân vô hướng: |" và J5: 
ñn H 


® tích phân vectơ: kè và JÍ-+s 


4 * 
Hai tích phân đầu. các vô hướng, được dựng nên xuất phát từ trường vô 
hướng g. Hai tích phân sau, được dựng nên xuất phát từ cùng một trường 
như nhau. lại là các tích phân vectơ. 
Việc phân biệt các tích phân vô hướng và tích phân vectơ là rất quan trọng. 
Thành thử trên một đường chu ví 2 (rong trường hợp này, phải vẽ một 
vòng tròn trên dấu tích phân). ta có thể xác định hai tích phân sau đây: 


$ đ/ và $ dỨ. 
đường cong đường cong 
Tích phân thứ nhất biểu diễn chiều dài của đường chu vi 


v. 


$ TETN trong khi tích phân thứ hai triệt tiêu 


ề » tự 
\ đường cong ⁄ 


$ dỉ =Õ (0.18)) 


đường cong J 
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H.16. Hai mặt Ÿị và S: tì lên cùng 


HỘI dường cong kút có định huóng 


a) b) 


8) : b) 
dS 
dS 
d7 


>Ị 


* + 
H.18a. Đường cong 1 có chiều dài L› $a =L H.19a. đpas = § (diện tích của mặt >). b. ba =Ũ. 
⁄ bi š 
b. Đường cong có định hướng: $aï =Ũ 
# 
Chú ý: 
® rong trường hợp của một mặt kín >, thì tích phân đa; triệt tiêu, 
*> 
trong khi đpas không triệt tiêu (h.I9). 
bồ 
* Đối với một mặt không kín, thì vectơ diện tích Š kết hợp với È, tì lên 
một đường chu vi là duy nhất, và có thế tính được bằng cách dùng tích 
phân san: 
§= ( TPMAdM, 
đường chu vị 
độc lập với việc chọn điểm P (h.20). Tính duy nhất có thế được chứng 
mình bằng cách sử dụng định lý GREEN—OSTROGRADSKI (§4.2). Vectơ, mà 
sự định hướng tuân theo quy ước tương đối giữa pháp tuyến với mặt 3 và 
chiều lưu thông trên đường chu vì €, cũng là vectơ diện tích của mọi mặt 
tì lên , điều này chứng tỏ rõ là ta không được nhằm lẫn nó với vô hướng, 
phụ thuộc vào việc chọn bê mặt: đa. 
b 
2.3.2. Tích phân của một trường vectơ G(M) M+d# 
Ta có thể xác định hai tích phân vô hướng, hình thành từ một trường =. M 
vectơ Œ, rất quan trọng trong vật lý: đó là lưu thông và thông lượng. 


2.3.2.1. Lưu thông của một vectơ ` 


+ ^ - P= : ` ` } .20. Diện tích của t lác có gạch 
Lưu thông C của một trường vectơ G trên một đường cong ®“ có " S 20122/1003650 giới đưaitnib- xua 


định hướng (kín hay không) được xác định bởi (/.21): chéo bằng chuẩn của 2PM A4M. 
B Như vậy diện tích $ có thể được tính 
có | G(M).dM hay C= ‡ 6(M).dM. ghebi 
A đường cong kín $= $ J BB ^ di. 
đường cong 2 


đường chu vị 


Chú ý: 
Lưu thông của một vectơ dọc theo một đường cong kín gắn liền với toán 
tử rota (xem $5). 


Lưu thông của một vectơ là một công cụ quan trọng trong điện từ học và 
trong cơ học chất lỏng. 

2.3.2.2. Thông lượng của một vectơ đi qua một mặt 

Thông lượng ® của một trường vectơ G đi qua một mặt 3>, mà mặt 


này phải có định hướng, được xác định bởi (ñ.22): 


©= JJ6œ.as hay 4] G(M).dS. 
> 3 (kín) 


Chú ý: 
Thông lượng của một vectơ đi qua một mặt kín Ð được gắn với toán tử 
địve (xem §4). 


N 
dS 
M: 
M _ ñdS 
G(ÀM) 
C=œ© G).dM © - JSm. 4S ¬. 
©= $ G(M). ndS 
đường cong ⁄ z 
H.21. Định nghĩa lưu thông của mỘi vectơ. H.22. Định nghĩa thông lượng của một veclơ, 


Thông lượng của một vectơ đi qua một mặt kín hay không là một công cụ 
quan trọng trong: 

s Điện học (vectlơ mật độ dòng thể tích 7v ) ; 

s Điện từ học (thông lượng của các vectơ trường E.B.N,...); 

s Cơ học chất lỏng (thông lượng của vectơ vận tốc). 

Bây giờ hãy chú ý đến các toán tử mà khi tác dụng vào các trường vô 
hướng hay vectơ, thì biến đổi chúng thành các trường khác. Các toán tử 
này có một tính chất nội tại, nhưng có thể được biểu thị trong các tọa độ 
không gian khác nhau đã được định nghĩa trước đây, bằng cách dùng các 
đạo hàm riêng đối với các tọa độ không gian đó. 


3 Toán tử građiên 


3.1. Định nghĩa 


Xé: một trường vô hướng g(M). Kết hợp với một độ chuyển dời nguyên tố 
đM⁄/ lại có một độ biến thiên nguyên tố dg của g : de = g(ÄM +dM) - g(M). 


HÀ 


Toán tử prađiên (vi phân ở Ä⁄) dược xác định bởi: 
dg = g(M + dMf)— g(M) = grad(g).dAM. 
Thường ta viết dự = prad(g).dAMƒ. 


Toán tử prađiên tác dụng vào một trường vô hướng sẽ biến đổi nó thành 
mỘI trường vectƠ. 


3.2. Tính chât 

Građiên là một đại lượng vĩ phân. 

Tập hợp các điểm có ø = cte xác định một mặt nh 23). 

* Nếu xuất phát từ một điểm của mặt đó, ta di chuyển một đoạn dị trên 
mặt này. nghĩa là trong mặt phẳng tiếp tuyến với mặt này ở điểm đang 
xét, thì dẹ = 0. Điều này hàm ý là vectơ gradg trực giao với mọi đÄƒ trên 
bể mặt, vậy là trực giao Với các mặt ø = cte. 

* Nếu bây giờ ta chuyển dời theo pháp tuyến thì dg là dương nếu prad g 
và dÄƒ2 cùng chiều: vậy gradg hướng vẻ phía các ø tăng. 


#ø=8;=(œ ý 
8@=øi=(Cte 
nh 8:>#@t 
Ì——— — 
O *x 0 


* 


H.23. gradg tưông góc với các mặt g = củ và hướng theo H24. Các biến thiên không gian của g càng lớn thì 


chiêu các g tăng. gradiên sẽ có một giá trị càng lớn. 


Vectơ prad g l 

* trực giao với các mặt g = cfe ; 

*® hướng về phía các "ø'' tăng (như vậy, nó chỉ rõ đại tượng ø(4ƒ) biến 
thiên theo phương nào và theo chiều nào); 

* chỉ rõ tầm mức lớn của độ biến thiên không gian của dại lượng "ø" 
(lmh 24). 


3.3. Lưu thông của một građiên 


3.3.1. Lưu thông của một građiên từ A đến B không phụ thuộc 
đường đi. 
L 
Ta khảo sát lưu thông của một građiên, nghĩa là đại lượng lá với 
A 
;= grad g . Biết rằng (theo định nghĩa của prađiên): dụ = grad g.dM =G.dM, 


nên trì có thể viết (/.25) : 
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H.25. Tích phân: 

ụ 

[Eadee.dM = g(B) — g(A) 

A 
không phụ thuộc đường cong 2 đi từ 
A đến H. 


8 B B8 
+2 = grad g.dÄƒ = |dg=- 6œ(B)— g(A) 
A A A 


Kết quả độc lập với đường cong đi từ A đến Ö. 
3.3.2. Lưu thông của một građiên trên một đường cong kín 


bằng không 
Ta lại lấy biểu thức trước, nếu Ö = A, thì ta được (hình 26): 


ÿ 
J¿aM= $ gradg.d8 = (bdẹ =0 
A đường cong € 


Điều này có quan hệ với đồng nhất thức sau đây mà ta sẽ không chứng minh. 
Nếu G là một građiên G =gradg thì khi đó rotŒ =0 tại mọi điểm 
của không gian (xem §5). 


3.4. Građiên trong vật lý 


3.4.1. Građiên điện thế: trường tĩnh điện 

Ta đã thấy trong tĩnh điện là: một trường có bản chất tĩnh điện, xuất phát 
từ một điện thế V nhờ hệ thức E= ~grad V (xem H—Prápa, điện từ học, 
năm thứ nhất): thì trường phải vuông góc với các đường đẳng thế và 
hướng theo các điện thế giảm. 


3.4.2. Građiên nồng độ: sự khuếch tán của các hạt 

Trong một môi trường mà mật độ hạt n không đồng đều (như vậy, lúc đó 

sẽ tồn Lại một prađiên nông độ), thì phải xuất hiện một hiện tượng khuếch 

tán hạt (em H—Prépa, Nhiệt động học, năm thứ nhất), nghĩa là một mật 

độ thể tích của thông lượng hạt tỷ lệ với građiên địa phương của nồng độ: 
ủy = =Dgrad(n) (định luật FICK) 


3.4.3. Građiên nhiệt độ: sự khuếch tán nhiệt 

Trong một môi trường mà nhiệt độ không đồng đều (như vậy. lúc đó tôn tại 
một prađiên nhiệt độ). sẽ xuất hiện một hiện tượng khuếch tán nhiệt (xem HT 
Própu, Nhiệt động học, PC.PC, PŠI và PSI, năm thứ húi), nghĩa là một mật 
độ thể tích của thông lượng nhiệt tỷ lệ với prađiên địa phương của nhiệt độ: 


Jọ = =k grad(T) (định luật FOURIER) 


3.4.4. Građiên chiết suất: độ lệch của một tia sáng 

Ta đã biết rằng trong quang hình (xem #N—Prépa, Quang học, năm thứ 
nhất) tồn tại một građiện chiết suất ø¡ trong một môi trường không đồng 
nhất. Chiết suất này chịu trách nhiệm về độ lõm của một tỉa sáng (ah 27). 


3.4.5. Građiên vận tốc: sự khuếch tán động lượng 

Trong một dòng chảy một chiều mà trường vận tốc theo hình thức luận 
Euler có dạng ¿CM,!0)= Đy(Y)ểy chẳng hạn, thì sẽ Lồn tại một prađiên của 
thành phân vận tốc vỚ): grad[rvO)] song song với (Óy) (hình 28). 
Građiên này chịu trách nhiệm về một sự khuếch tán động lượng, do vậy 
chịu trách nhiệm về một lực bê mặt dạng (xem chương Š}: 


d#=n 


grad[r@] |ds Ềy, 
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dM 


H.26. $ gradg.dAƒ = 0. 
⁄ 


grad n 


các đường đẳng - n 
O E 

H.27. Đường đi của ta sáng trOHg HỘP 
môi trường không động chất, trong đó 
tôn tại MỘI gradiên chiết suất n (nguôn 


gốc cứa hiệu ứng đo ánh). 


lại grad Ðv(y) prad ø(y) 
> - 
- _—> 
= _ 
O x 


H.28. Trong dòng chảy này của chất 


lưu, thì građiên vận tốc tị khác 
không: 


grad (y) # 0. 


*Ø, 


3.4.6. Đương lượng thể tích của các áp lực 
Trường áp suất P(M) trong một chất lưu có thể được mô tả dưới dạng một 
đương lượng thể tích U„ìuh 29) (xen chương 4): 
dF = —grad(P)dr. 
Đương lượng này xuất hiện trong phương trình EULER dưới dạng: 
De 


D Bị = " = grad(P) (phương trình EULER). 


3.5. Ví dụ về phép tính građiên 
Ta hãy tính trực tiếp prađiên của các trường vô hướng đơn giản và thường 
dùng trong vật lý. 


3.5.1. Tính toán prldu| 2) 


Muốn tính gad | nụ Ì ta phải quan tâm tới độ biến thiên của đại 


Ị : `. ¬. | : _ 
lượng ——. Khi P cố định. thì grady,——| vuông góc với mặt 
PM PM j 
nụ =cle. do vậy vuông góc với một mặt cầu tâm Ð và bán kính PM. 


Građiên được mang bởi PM. 


Građiên này hướng theo chiều của tăng, vậy PA phải siàm, nghĩa là 


i 


hướng từ Aƒ về P Gunh 30). và nó sẽ càng lớn khí Ä⁄ càng gần Ð. 


s. (Ế | : 
Ta đặt pradz; mm) = ƒU)eđ, (với PM =rẻ, và ƒU) < 0). 


: | | | | 
Biết răn» ——=_—, x |= . fứ)dr. hay ƒ()=——=. Vậy La có: 
PM : 4(=] | rà b, y / _- Ỳ 
“si: TP. 1 PM... sẽ : 
gradjz | ETÿ =—=——~, điều mà ta thường viết trong tọa độ cầu dưới dạng: 
\PM PA: 
-(1 Ớ, 
drad | =——. 
* | r7 r 


| }=- PM ấn 1 
` p4 PA BS P pạr} 


3.5.2. Trường vô hướng đối xứng trụ 
Muốn tính srad Ư) (trong tọa độ trụ), 
đại lượng /). Vecty prad ƒŒ) 


grad 


ta phải xem xét độ biến thiên của 
vuông góc với mặt ƒ) = cte. do vậy 
vuông góc với một hình trụ có trục (z) và bán kính z. Gradiên. được 
KM_ thình 31) có thể có dụng grad ƒ() =e@0)6.. Biết rằng 
d/U) = gữ)dr. nên ta được: 


mang bởi 


dƒ/(r) 
gứư)=~ 
dr 
Trong tọa độ trụ, ta có gradƒf(r) .. ớạ. 
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lâu ¡ PŒ, +, z)dy đz 


=P(x + dừx, y, Tinyg: Ị 
O v4 


-Y 

H.29. Lực tống hợp của các lực nén 
lác dụng lên một phần tứ thể tích 
dvdy dễ bằng —(prad P)dvdyd:. 


grady, (px) 


H.30. Khúuynh hướng của veclo: 
grad C 
€ 
MÀ PM 
grad /(rì 
- 
y 


% 

H.31. 7To¿ độ trụ - 

d0). 
ÓŒ, 


grad/( r}= 
dự 


3.5.3. Trường vô hướng đối xứng cầu 
`. TH N N: ) mm. ` trad /Œ) 
Muốn tính gradƒf() (trong tọa độ câu). tì cần quan tâm tới độ biến thiên 
của đại lượng #). Vectơ grad ƒ/Œ) vuông góc với mặt /Œ) = ctc, do vậy : 
vuông góc với mặt cầu tâm 0 và bán kính r. Gradiên. được mang bởi OÄ⁄/ Ẳ — 
(hình 32), có thể có dạng grad/0) = ø0)é„. Biết rằng d/ữ) = g0Œ)dz, nên 


ta CÓ: Lệ ch C 
Ỳ 
đƒ(r) 
xi je ”, : 
dr H.32. 7öo¿ độ câu: 
` — đ£(r).. saa/ty= U), 
Trong toạ độ cầu, ta thu được gradƒ(r) = VU : grad/0) TING 


d 


: xí | G„ 
Ta lại tìm thấy đúng gnải C) = “.. (xem 3.5.1). 
F Fr 
3.5.4. Tính grad(a6) 


Từ biểu thức của građiên trong tọa độ Dcscartcs (xem §3.6.1) ta rút ra 
công thức đơn giản sau đây: 


srad(øb) = asrad b + bgradứr, 


3.5.5. Trường hợp ø cũng là hàm số của thời gian ¡ 


Nếu đại lượng ø cũng phụ thuộc vào thời gian ø(M, 7), thì ta phải viết hệ 
thức dưới đây: 


Độ biến thiên toàn phân của ø là dẹ = grad g.dM + “Sử : 

Điều này cho phép ta. khi biết trường vận tốc 2(A/.7) trong hình thức 

luận Euler. đưa vào cơ học chất lỏng khái niệm độ biến thiên toàn phần 

Dg trong trường hợp mà ta buộc phải có dÄƒ = ¿(M.r)di. 

Độ biến thiên toàn phân của ø được viết Dg = grad g.dM + sử với: 
f 


d4 (dx,dy, đz) = 0UM,Ðdứ. 


3.6. Các biểu thức giải tích 


3.6.1. Tọa độ Descartes 


n. Qø êp êg 
Trong tọa độ Descartes, tạ viết dẹ==——dx+=dy+——dz. Như vậy, 
lộng ẻy & 


trong hệ tọa độ này biểu thức građiên có dạng: 


lui 
lê 
nhện: lu 
grad g = _ 
êy 
ềg 
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Từ hệ thức trên. ta có thể chứng minh rằng grad(B.OA⁄) = B . nếu trường 
các vectơ # là đều: một phép tính thật đơn giản ở chỗ chỉ việc cho 
B= Bục. và áp dụng hệ thức trên (hìuh 33). 


3.6.2. Tọa độ trụ và cầu 
Khi biểu thị rõ ràng các ví phân của ø trong Lọa độ trụ: 
dóc: SA] dđộy có đề, 
êr e0 lâu 
thì ta nhận được ngay biểu thức của građiên trong hệ tọa độ này (chú ý: 
d4 = dre„ + rd0 & +dsớ.): 


là 
êr 
_ lều 
guad g | ———, 
"60 
cụ 
C 
và cũng thế. trong tọa độ cầu ta có : 
Ẹ £tL( : 
Cự 
êr 
: lêo 
gradg=| ——” 
r0 
.. 
rsinÐ €@ 


3.7. Toán tử "A.grad" 


3.7.1. Toán tử ''4.grad'"' áp dụng cho một vô hướng 
Đối với một trường vô hướng ø, ta có thể kết hợp biểu thức A.grad e. trong 


đó A là một trường vectơ. Ta biểu thị kết quả trong tọa độ Descartcs: 


-š : ọo êo êo 
(4.aad]e-[^ S+Áy +, | 


TUỚNG.. lầu 


Chú ý rằng biểu thức viết trong hệ tọa độ Descartes này cũng có thể được 
viết trong các hệ toạ độ khác. Ví dụ trong tọa độ trụ. ta có: 


: # Ậ m ¬ 
(A.ead]e=| 4 : + Áb : : +A. : |sữ-0.2). 
ếr r0 êsj 

Ta gặp toán tử này trong cơ học chất lỏng khi phải tính đạo hàm toàn 
phần của một vô hướng. lúc mà A(M.L) = 0M.) là trường các vận tốc 
chất lưu trong hình thức luận Euler. Như vậy, đạo hàm toàn phản của khối 
lượng riêng có dạng: 

Dp(M.0)— cp(M.t) 

Dê 

phương trình này dẫn tới phương trình bảo toàn khối lượng (xen chương | 
Hà 2): 


+ Đ(M.1).grad p(M.!), 


Dp A 
——+pdiv¿=0. 
Di Ẹ 
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x 


H33. Các mặt phái sao cho 11.OM 
không đối, là các mặt phẳng trực 
giao với (ÓS) Vậy grad(,OAf) 


được mang bớt B. 


3.7.2. Toán tử "4.grad''áp dụng cho một vectơ 

Xuất phát từ một trường vectơ đG.ta nghiên cứu biểu thức (A.prad)C. 
trong đó A là một trường vectơ. Trong hệ tọa độ Descartes, trường vectơ 
G có ba thành phần ỞƠ,. Ớ, và Ớ.. Nếu ta kết hợp với ba trường vô 
hướng mới này, các biểu thức. A.pradŒ,, A.pradG, và A.grad Œ- thì 
lúc đó các biểu thức này cấu thành ba thành phần của một trường vectơ 
mới được ký hiệu theo định nghĩa (A.prad)G . 


Trong thực tế, (A.prad )G được viết trong hệ tọa độ Descartes: 


SƠ, cSŒy êG 
Ayr TS ~=+A.——~+A.—— 
CN 7` cớ SG 
` c°ỚŒ,. ŠŒ, CƠ, 
(A.grad]G =| AC C+ASCC+A; ST 
: — CV „=>. ` Vy 
CƠŒ. èỚŒ. cG- 
Ay +4, —~+4.— 
ểN ct T€nN Cš 
hay bằng: 
lệ ề ẽ 
At—+A;—+4A.— |G, 
" ` ÊM €7 
cm TẾ, Ô ề ề 
(A.srad)ở = JÄv= đc uc ly 
`... 
ẽ ê ồ 
Av—+4;—+4A.— |G. 
CÀ “CN "`... 
Gy 
+ THẾ, cv, lại ề ê - 
hay: (A.grad)ở = [a, —+Á ,—+A.— | Ớy. 
\.) GÝ TT) - 
Ớ. 
Trong tọa độ trụ ta có: 
cọ sa on (, Ễ lu Ẳ : : , 
(A-srad]G = | A, TT HN là TS \[@œs +Ó4 +; |. 
_— rê0 -esjJh sẽ 
W ¬- &êŒœ .. Cấi 
và đừng quên răng : ——==«y và ——=~ứ,. 
e8 e0 


Toán tử này gặp thấy trong: 

* cơ học chất lỏng khi tính đạo hàm toàn phần của một vô hướng. lúc mà 
A(M,1) = 2QM.t) , trường các vận tốc Euler của một chất lỏng. 

Thành thử gia tốc của một hạt chất lỏng được xác định bằng biểu thức (vơ 
chương Ì): 


Di (MA) €¿(M) 
í ết 


äLM.t) = +(HUM,1).prad]2(M,.D): 


* điện từ học khi tính tổng hợp lực của các lực tác dụng lên một lưỡng cực 
điện (hay từ) cứng. đặt trong một trường ngoài không đổi: 
F= (j.grad)E£ 


với j=clc (xem H—Prépa, Điện từ học, năm thứ nhất). 
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Chủ ý - Trong trường họp) toán tử (A.grad) áp dụng vào vectơ A, thì ta 
có đồng nhất thúc sau: 

~.......... VÀ XC đa 

(A.grad)A = giad——~ +roLA^AA. 


Ta nhanh chóng thụ được công thức này khi dùng các tọa độ Descartes. Công 
thức này có ích trong cơ học chất lòng khi thay A bằng 0 (xem §5.4.2): 
2 


) 


-..Ề ¬~....... 
(2. prad)2 = ID Xe FOL2 A2 VỚI TOLĐ = 2Q. 


4 Toán tử đive 


4.1. Định nghĩa - Giải thích 
Xét một trường vectơ Ở và phân tử thể tích dt kết hợp với một điểm M 
trong không gian. Thông lượng nguyên tố d® (theo quy ước đi ra) của 
trường Ớ qua mặt kín nguyên tố d5. giới hạn thể tích dr, được biểu thị 
theo đive của trường vectơ Ớ dưới dạng (hình 34): 
d® = div(G)dr. 
Toán tử đive ở M của trường G khi đó được xác định bởi hệ thức : 
d® = divGdr. 
Toán tử đive, được xác định theo cách nội tại như vậy, sẽ biến đổi một 
trường vectơ thành một trường vô hướng. Ý nghĩa vật lý của toán tử đive 
có liên hệ mật thiết với khái niệm vẻ thông lượng: một trường vectơ sẽ 
"phân kỳ” tại một điểm nếu thông lượng của nó đi qua một thể tích 
nguyên tố kết hợp với điểm đó là khác không. Rõ ràng là, tại M, trường 
(1) phân kỳ còn trường (2) không phân kỳ (hình 35). 


4.2. Định lý GREEN-OSTROGRADSKI 
Việc xác định toán tử đive đưa vào đẳng thức: 


d@® = divGdt ="G.d$", 


trong đó d$ là mặt kín nguyên tố giới hạn thể tích nguyên tố dr. Khi tích 
phân đẳng thức này theo một thể tích V bất kỳ, thì ta được (với điều kiện 
là trường vecIơ G không biểu hiện tính gián đoạn trên một mặt kín hay 
không. nằm bên trong thể tích V) định lý GREEN-OSTROGRASKI (hình 36). 


Thông lượng đi ra của một trường vectơ G (không biểu hiện tính 
gián đoạn trên một mặt kín hay không, nằm bên trong thể tích V) 
qua một mặt kín Š thì bằng tích phân đive của nó theo thể tích V giới 
hạn bởi mặt kín này 


† G(0).NodS = ÏÏ] divx„(G(M)Xtựy. 


mặt kín 5 thể tích V 


253. 


mặt d5 
giới hạn 
thể tích dr 


H.34. Thông lượng đi ra dŒĐ- của Ở, 
qua điện tích nguyên tố d5 giới hạn 
thể tích dt tâm M, th bằng: 
d® =divGứt. 


Ù 


” đế SN 
|I+ # !E| 
Sex 


H.35. *° Trường hợp I 
vectz phản kỳ xuất phát từ mội 


: [TƯỜNG 


“nguồn” ớ M (chú y : trường có thể 
có điye bằng không ð kháp mọi noi, 
trừ tại MỊ). 

* Trường hợp 2 : Trường trục xuyên 
tâm này bao giờ cũng có đive bằng 
không. 


> 
H.36. Định lý GŒREEN—OSTROGRADSKI 


Nếu tồn tại một mặt gián đoạn Ÿ„›, thì ta phải viết („nh 37) : 


‡ G(Q).NodS = lÍÍ divw(G(M)XỈt „ 


mật kin > thể tích V 


+ ÍÌ (G(Œ)= G(})).Np-„p.dS.. 


mặt gián 

đoạn *ị› 
Điều quan trọng phải chú ý là. theo đẳng thức này, thì thông lượng của 
mỘt trường vectơ đi qua một mặt kín bất kỳ, thoạt nhìn phụ thuộc vào các 
giá trị của trường này ở ngang tắm của mặt đó, có thể được tính toán xuất 
phát từ một tích phân thể tích mà chính nó phụ thuộc vào các giá trị của 
trường ở bên trong mặt kín. 


4.3. Trường có thông lượng bảo toàn 


4.3.1. Định nghĩa 


Mọi trường có đive đồng nhất không, đều có thông lượng triệt tiêu 
qua mọi mặt kín: ta nói trường có thông lượng bảo toàn. 


4.3.2. Một vectơ có thông lượng bảo toàn là một rota 


Ta sẽ thấy rằng (nhưng ta sẽ không chứng mình) điều kiện cần và đủ để một 
trường có thông lượng bảo toàn: trường đó phải là một trường các rota. 


div(B) =() tương đương với B= rot(Ä) 


4.3.3. Sự bảo toàn thông lượng dọc theo một ống trường 

Ta hãy dựng một mặt kín 3 xuất phát từ một ống trường (tập hợp các 
đường sức trường tì lên một đường chu vi) và hai tiết diện >¡ và Ea của 
ống này; một trường có thông lượng bảo toàn là trường có thông lượng 
triệt tiêu qua mặt Ð /„/n 38). Thật vậy, thông lượng này bằng không khi 
đi qua mặt bên của È nhờ cách dựng hình. Hơn nữa, thông lượng qua 3ạ 
đổi dấu tùy theo mặt này được coi như hở (và có định hướng như 52 ) hay 
kín, nghĩa là thuộc về Z. Kết quả là thông lượng của trường vectơ giống 
như nhau khi qua 5ị và E; là những mặt hở có định hướng đông nhất. 


4.3.4. Áp dụng 


* Ta hãy khảo sát trường vcctơ được biểu diễn trên hình 39. dạng 
2M) = 0y(y)éy (trường vận tốc Euler của một chất lưu): trường này có 
đive triệt tiêu. 

Ta xét một ống trường chiều dài # tiết diện không đổi d$S. Biết rằng 
£{Xị)= 0(xị + H). nên thông lượng của ¿ đi qua mặt dŠ ở xị bằng thông 
lượng của ¿ đi qua cùng mặt dŠ ở xị + /#, và điều này đúng với #ƒ bất kỳ. 
Như vậy, thông lượng là không đổi khi đi qua mọi ống trường, nghĩa là 
trường vận tốc có thông lượng bảo toàn, và ta lại tìm thấy đive của trường 
Vectơ này triệt tiêu: div(2) = 0. Đây là một dòng chảy không thể nén được. 


Bù lại, trường này không có rotu triệt tiêu (xem §5.5.1). 
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3; *p 


H.37. Sự tôn tại cúa một mặt gián 


đoạn S. 


(hở hay 


#(fl8) kín) 


H.38. Trong một miền có thông 
lượng báo toàn, thì thông lượng được 
bảo toàn dọc theo HỘI Ống trường - 


®ý =Œ®,. 


——m 


tiết điện đ§ 
— 
ị 
ị 


h 
H 
' 
Ọ 
Ị 
H 
' 
' 
' 


T 
| 
| 
ý 


Jt 


In 


5X x+ÄH -28-21-14-B? 0 07 14 21 238 


H.39, Trường các veclơ dạng 0y¿(y)ế, có dive triệu tiêu — N.40. Trường vận tốc của chất lỏng này ở dòng chảy 
nhưng rota không triệt tiêu không thể nén, là trường đều khi ở xa nhiễu loạn (hình trụ). 
Vận tốc “lớn” trong miễn có các đường trường sít lại nhau. 


® Trong một trường có thông lượng bảo toàn, thì các phân không gian mà z 

ở đó các đường trường sít lại nhau (hì» 40), chỉ rõ rằng, trong các miễn W 

này, trường mạnh hơn (nghĩa là có môdun lớn hơn). ° 

4.4. Toán tử đive trong vật lý V2 PEEOEENOEEEGEE-- 
¬ 3 


4.4.1. Các nguồn điện trường & 


H.4I. Cho một điện tích “điểm” 


Trong tĩnh điện, các nguồn của trường là các điện tích; phương trình vi Ti: 
trong không gian 


phân liên kết điện trường và các điện tích có mật độ khối ø (hình "TÊN ghi effos 2-01/32uỂsl; 
H—prépa, điện từ học, PC và PSI, năm thứ hai) là: divu(E(M)) = 32 0n dwE=0 ở M(p =0). 
lâU 


Các hệ quả của phương trình này là: 
* trong một ;„iền không điện tích, thì vectơ E có thông lượng bảo toàn; 


s veclơ E tuân theo định lý GAUSS : thông lượng đi ra của E qua một mặt 
kín thì bằng tổng các điện tích ở bên trong mặt này chia cho eo (hình 42). 


4.4.2. Phương trình bảo toàn 


r 4? 
Trong vật lý, có nhiều phương trình bảo toàn; kệ : 
® phương trình bảo toàn số hạt với mật độ khối n(M,U, khi có mặt một 
mật độ thể tích lưu lượng hạt :ã (Äƒ,£) (xem H-Prépa, Nhiệt động học, 
năm thứ nhất): 5 về 
4 
ồn ¬ 
div(j„)+—~ =0; H.42. Gọi E là trường tĩnh điện 
ô 


tổng cộng được tạo ra bởi các điện 
s phương trình bảo toàn điện tích với mật độ khối /ø(M,?), khi có mặt mỘột  ;ch ở trong (q) và ở ngoài (q) 


mật độ đòng thể tích J(M,!) (xem H—Prépa, Điện từ học, năm thứ ha: mặt ⁄ Đình lý Œauss — cho: 
> Ồ x3 ¬ 
divw)+“#=0; ẤP. Ẩủý = 
ƠI 


° phương trình bảo toàn năng lượng điện từ với mật độ thể tích 
Đi 


2 
tụE` B8 Y7 CÁC `. : T 
H= Tai ER khi có mặt một mật độ thể tích lưu lượng công suất TÌ 
“Họ 


-__ —ÊAB k .. 
(vectơ POYNTING: IÍ = ) và một lưu lượng dòng thể tích ÿ (xem 
Họ 
H—Prépa, Điện từ học, năm thú hai): 


divÏ + =-J.Ẽ; 
Êt 
» phương trình bảo toàn khối lượng với khối lượng riêng p(A/,¡), khi có 
mặt một mật độ thể tích lưu lượng khối 7(M.r)= p(Mf)"(M.f) (Yem 


Chương 2): 


^ 


div(pö)+<E==0. 
CC? 


4.4.3. Dòng chảy không thể nén được 
Phương trình bảo toàn khối lượng cho ta div(p7) += 0; phương trình 
Œ† 


còn có thể được viết (bằng cách đưa vào phép lấy đạo hàm toàn phần) 
pdvŒ)+ T =0 (xem chương 2). Dòng chảy không thể nén, được xác 
í 


định bởi hệ thức ¬ 0, kéo theo div()=0. Khi có một dòng chảy 
f 


không thể nén được, trong một môi trường không nguồn, thì vectơ ở có 
thông lượng bảo toàn (43). 


4.5. Các ví dụ tính toán 


Ta hãy tính địve của các trường vectơ đơn giản và thường gặp trong vật lý. 


4.5.1. Trường véc tơ đối xứng trụ 
Cho mội trường vec tơ (trong tọa độ trụ) đạng : 
AŒ,t)= AŒ.t)ể,. 

Muốn tính đive của trường các vectơ đối xứng trụ này, ta hãy xét một thể 
tích nguyên tố ở giữa hai hình trụ chiều cao #, bán kính z và r + dr (h.44). 
Thông lượng của A đi qua mặt kín kết hợp với thể tích này thì bằng: 

d® = -(A(r,f)2nrh) + (A(r +dr, r0)2n(r + dr)h) = .: : 
Theo định nghĩa của toán tử địve, thì ta có : 

d® = div(A0.r))dr =div(AŒ,f))28rdr h, 

điêu này cho bởi phép đồng nhất : 
ØlrAŒr,r)] 


l“cã 


d® =2xj dz = điv(Ađz.0))2nrdrh, 


nghĩa là : div(AŒ.:))= _ 


êr 
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XẠ 


s đãi 'HỊ“ Ð) 
s ⁄ 
tÁ 
P.4 - 
= ï -.a Tp =p: 
¬— sẽ. 

(Ø0 # Ø¿) 

Ø kí 


H.43. Cho một dòng cháy dùng, độc 
lập với thời gian. Nếu p =ct6 dọc 
theo một đường trường, thì dòng 
cháy là không thế nén được và 
nghiệm đúng div()=0. 


) 


H.44. Thông lượng d® cúa Ä. đi qua 
mặt kín giới hạu thể tích ở giña hai 
hình trụ bán kính r và r + dừ, chiêu 
cao h, thì bằng : 
ầ 
dQ® = 2mj—-(4)dr. 


ỚF 


*Ø, 


Trong tọa độ trụ, ta được : 
* div(Z„)= = ; 
P 
*® div(7) = div(rẻ„) = 2; 
RAP 


° ax[S:) = „| : =0 (trừ tại r= O thì đive bằng vô cùng). 
r r 


Kết quả cuối cùng kể trên dẫn đến hai lời bình chú quan trọng như sau: 

* Kết quả này là chủ yếu vì nó chứng tỏ rằng một trường đối xứng trụ ở 
— sẽ có đive triệt tiêu : thực ra đó là trường hợp duy nhất của một trường 
+ 

xuyên tâm đối xứng trụ có đive triệt tiêu. 

® Kết quả này có vẻ như trái ngược với sự vẽ topo của trường (h.45). 


j7 
s Thật vậy, thông lượng của véc tơ -—== : 
ï 


2 
# 
(Øz), chiều cao Ù và bán kính z, là khác không và bằng 2m, trong khi 


đive của vectơ này lại triệt tiêu ! Điều này là do tính kỳ đị ở r = 0, mà đối 


„ đi qua một mặt hình trụ trục 


với nó thì ax|#) = mÍ 2] là vô hạn, và tích phân : 


r r 
+ G(Q).NodS = lÍÏ div(G(M))dtự.. 
mặt kín > thể tích V 


lúc đó sẽ khác không. 


4.5.2. Trường vec tơ đối xứng cầu 
Cho một trường vectơ (trong tọa độ cầu) có dạng : 
A(r,t) = A(r,t)ẻ,. 


Để tính đive của trường vectơ đối xứng câu này, ta hãy xét một thể tích 
nguyên tố ở giữa hai mặt cầu bán kính r và r + dz (hình 46). Thông lượng 
của 4 đi qua mặt kín kết hợp với thể tích này thì bằng : 


2 
d® = ~(A(r,r)4xr2) + (AŒ + dr,0)4w (r + dr)2) = 4n SÌ A-0l,y 
r 


Theo định nghĩa của toán tử đive, ta có: 
d® = div(Afứ,r))đt = div(AŒ,0))4m rˆdr.. 
điều này sẽ cho bằng phép đồng nhất: 


2 
d@ = 4n SỈ 40.01, = div(Aœ,r))4xr2dr. 
r 


= 2 
nghĩa là: div(A(r,?)) = 1 AˆAen) 
r Šr 


H.4S. Sự vẽ (opo cúa trường — 


trong tọa độ trụ. Đíive của veclơ này 
- ..ề . 
triệt tiêu lax£- ) mặc dù thông 
r 


lượng đi ra qua một hình trụ bán 
kính r và chiều cao h lại khác không 
và bằng 2h ! 


H.46. Thông lượng đi ra d® cúa A 
qua mặt kín giới hạn thế tích ở giữa 
hai mặt cầu bán kính r và r + dr thì 
bằng 


d® =4n 2 Ai; 
ở 


Trong tọa độ cầu, ta được: 
và cg 2 
*® div(£„)=—; 
P 


*® div(7) =divữứẽ,) =3; 


* địy (#) = a{S) =0 (trừ tại r = 0 mà ở đó đive là vô hạn). 
r r 


Kết quả cuối cùng này lại dẫn đến hai lời bình chú rất quan trọng: 

® Nó chứng tỏ răng một trường đối xứng cầu ở —— có đive triệt tiêu; thực 
E= 

ra đây là trường hợp duy nhất của một trường xuyên tâm đối xứng cầu có 

địve triệt tiêu. 


* Kết quả này có thể dường như mâu thuẫn với sự vẽ bản đồ topo của 


2 


Ạ Ề - ỉ = 

trường (.47). Thật vậy, thông lượng đi ra của vecL0 -Š =-=. qua một 
pm 

mặt cầu tâm Ø, bán kính z, thì khác không và bằng 4r, trong khi đive của 


vectơ này triệt tiêu! Điều này là do tính kỳ dị ở r= 0, mà đối với nó thì 


. | € "ah ¬ R 
a4) = nh là vô hạn, và tích phân: 


r } 
mặt kín > thể tíchVW 


lúc đó sẽ khác không. 


4.5.3. Tính div(wA) 
Từ biểu thức đíve trong tọa độ Descartes (xem $4.6.1). ta có thể thiết lập 
một công thức quan trọng mới (vì rất tiện lợi). 

div(4) = wdivÁ + grad . Á 
Công thức này cho phép thấy được một cách tính khả dĩ khác đối với đivc 
của một trường đối xứng cầu dạng ƒŒ,)é„. Thật vậy: 


z H f(r 
div[/0.),] = ƒŒ.,0)đivớ„ + grad| ƒŒr.f)].e = 2/0) + GÀ II g 
Lổ 


êr 
hay : 
dn{/0.,]=de| 700] 
HỆ 
h Si À, z 2° s6 rˆƑ(.1) 
=?20uandi| S | mad[ ưu ]LŠ = KẾ L | 
r . r êr 


Trong trường hợp của một trường Newton dạng A =—ớ„. thì trong tọa 


độ cầu. ta được: 


điều này phù hợp với kết quả trước đây. 
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H.47. Sự vẽ topo của trường —C 
E: 


trong tọa độ câu. Địve của vectở này 
`... .. 6) ¬ 
triệt! tiêu [h' = 0), mặc đà thông 
F” 
lượng đĩ ra qua một mặt cầu bán 
kính r lại khác không và bằng 4ã. 


4.5.4. Tính div(A A 8) 
Địive của một tích vectơ được xác định bởi công thức sau: 
div( ÁA B)= —A.roL+ Ö. roL Á 


ó thể kiểm nghiệm công thức này bằng cách dùng các kết quả ở các mục 
Có thể kiểm nghiệ sth y băng cách dùng các kết quả ở các mụ 
š4.6.1 và §5.5.L. 


4.5.5. Trường trực xuyên tâm 

Một ví dụ hấp dẫn khác là ví dụ về vecly á; của các tọa độ trụ. Các 

đường trường của á¡ là các vòng tròn trục (Ó+s). Các ống trường, do vậy, 

là các hình xuyển (có tiết diện không đổi) trục (Ó<) (1.48). Chuẩn của áp 

là Không đổi và bằng I, điều này có nghĩa là thông lượng của vectơ này 

được bảo toàn, như vậy đive của trường vectơ này bằng không. 

Sự chứng minh đơn giản này có thể được mở rộng cho mọi trường vectơ: 
AữŒ)= f#ữ% 

Trong tọa độ trụ, div[/ƒ(r)& j= 0: trường các vectơ ƒ(r)& có thông 

lượng bảo toàn. 

Đặc biệt, & là một trường vectơ có thông lượng bảo toàn. 


4.6, Biểu thức giải tích 


461. Tọa độ Descartes 

Trong tọa độ Descarles, xuất phát từ định nghĩa, ta có thể nhận được biểu 
thức giải tích của đive. Lấy một thể tích dt = dvdydz và ta nói rõ cách tính 
thông lượng của d® của trường Ớ đi qua sấu mặt của hình lập phương 
nguyên tố này. Như vậy ta được (1.49): 


dŒị ==Ớ,(x, Y.z)dvds + Ớy(x + dv,y,z)dydš (mặt T và 2) 
da = =Ớ,(x. y.<)dt1ds + Ởy,Cv y + dy,z)dvdz (mặt 3 và 4) 
d3 = =Ớ-(x, v.š)dvdy + Ớ- (x, ¿+ dz)dvdy (mặt Š và 6). 
nghĩa là: 
G__ Ô©Œ,  eg. - : 
d@® =| “+ —~+—* |didyds = divỞdr = divG dvdydz. 
lên êy lên 
- + là LÊ y_ 
do đó: divỚ = _ + bề co : 
lv ẹY Giỏ 


, mặt 6 


mặt Í 


mặt 3 


mặt 2 


mặt Š : 


—....ÔÔÔÒÔ 


H.49. Sự thế hiện váu mặt cho phép tính toán thông lƯỢng nguyên tốc 
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ống 
trường á› 


b4 


H.48. Ông trường cúa vecfl2 $ 
được cấu thành từ các hình xuyến 
trục (Ó*). 


Biết rằng =l, nên 


® 


điều này có nghĩa là điváy =0. 


Chú ý : Với hai thí dụ trên (xem §4.1) ta đã thấy rằng sự nghiên cứu một 
bản đồ trường có thể cho những điều chỉ dẫn về đìe tại một điểm của 
trường vectơ. Cân phải thận trọng và tránh một sự giải thích quá vôi vá. 
Thành thứ, trường trên hình 50 không có die triệt tiêu, mặc dù các đường 
trường, tất cả đều song song nhau: vậy trường có dạng ƒ(x)é, và đive 
của nó tại mọi điểm có giá trị ƒ '(x). 


4.6.2. Tọa độ trụ 
Trong tọa độ trụ, ta cũng sẽ nhận được biểu thức giải tích của đìve đi từ định 
nghĩa bằng cách tính thông lượng d® của trường Ở đi qua sáu mặt của hình 
"lập phương” nguyên tố có thể tích dr = z dz d0 dz. Như vậy ta được (0.5): 
d@®i = =Ớ„(r,0,z)(rdÐ dz) + Ớ„(r + dr,Ð,<)(Œứ + dr)d0 dc) (mặt l và 2) 
d®s = ~Œùy (r,Ð,z)(drdz) + Ớa Œ.0 + d0,z)(drdz) (mặt 3 và 4) 
d®+ = ~Ø,(r.0,z)0d0 dz) + Ở- (r0, + dr)d0 dz) (mặt 5 và 6) 
hay: 


LÊ(rG,), LêG 26G 


= ứrdrđ0 d) = divGdr = divG0drd9 dz) 
F_êr r0 Đ 
;_LÊƒŒ,) lêŒœ ÊG: 
vậy: 1y nh lo ;)}, 1êGŒ ví 
rổ r0 Êz 


4.6.3. Tọa độ cầu 
Biểu thức đive trong tọa độ cầu lại tỉnh tế hơn, nhưng ta sẽ đưa nó ra mà 
không chứng minh. Ta có: 
2 ^(ci A 
1L .êứ G) | Ê(sin9 Gụ ) I ỔÓ 


F¿ ) 
r ếr 


divG = 


^ 


rsin8 lào) rsinÐ €o@ 


Êr› 
rÝ 


Chú ý: Nếu ta lại xét, trong tọa độ cầu, trường xuyên tâm A(r) = 


thì thông lượng của nó đi qua toàn mặt câu bán kính r và tâm ở gốc tọa 
độ sẽ có giá trị 41k: như vậy thông lượng này độc lập với r, không đối và 
khác không. Ta có thể ngạc nhiên khi thấy thông lượng này đi qua mặt kín 
(mặt câu bán kính r) khác không, mặc dù địve lại triệt tiêu. Nhưng ra đã 
thấy rõ điều này, và đừng quên rằng trường không được xác định ở gốc 
tọa độ vì lúc này nó là một điểm kỳ dị mà tại đó không thế tính toán được 
cả trường lẫn địve của nó. Nghịch lý hiển nhiên như vậy đã được loại trừ. 


5B . Toán tử rota 


5.1. Định nghĩa - Giải thích 

Cho một trường vectơ G và một mặt nguyên tố d3 có diện tích d$ kết 
hợp với một điểm Ä⁄/ trong không gian: Giả sử dC là lưu thông nguyên tố 
của trường dọc theo đường chu vi nguyên tố tự nó kết hợp với dS (52). 
Các định hướng tương đối của dŒC và dŠ tuân theo các quy ước về sự 
định hướng của mục §2.2. 

Toán tử rota tại 8ƒ của trường G(M) sẽ được xác định bởi hệ thức: 


dC =rot(G).d$S 
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H.5W. Trường này không có đìve triệt 


zÒ 


mặt sã 


H.Š1. 7hóng lượng d® của G đi qua 
mặt kín nguyên tố này bằng 


& + 


goz| +), lã „20 


jrưm đ. 


+ rộ ẽ 


~ đ£ 
P ạP 


H.52. Lưu thông nguyên tố dC của 
Ö trên đường cong d# thì bằng: 
dC = rouzG(M).dŠ 
(dC= đöw»a?) 
ứ 


Như vậy, toán tử rota biến đổi một trường vetơ thành một trường vectơ 
khác. Có sự tương quan giữa rotan của một trường vectơ với lưu thông của 
nó dọc theo một đường cong kín: hình chiếu trên pháp tuyến với một diện 
tích nguyên tố của rota của một trường vectơ thì bằng lưu thông, trên đơn 
vị diện tích, của trường này dọc theo đường chu vị kết hợp (với đơn vị 
diện tích đó) 

Vậy hệ thức này xác định, xuất phát từ lưu thông nguyên tố d€, thành 
phần rot(G) trên phương của pháp tuyến N (được xác định hướng theo 
chiều thuận đối với chiều của lưu thông) với phần tử d3 (53). 

Khi lấy ba mặt trực giao mà các pháp tuyến tự nó cũng tạo thành một hệ 
trực giao, thì có thể từ đó suy ra ba thành phần của rota này. Ở đây. lại 
một lần nữa. ta nói về một định nghĩa nội tạI. 

Thành thử, rõ ràng là một trường vectơ, mà rota khác không tại một điểm. sẽ 
"thực hiện một phép quay” xung quanh điểm đó, vì lưu thông của nó dọc theo 
toàn đường chu vi kết hợp với điểm này là khác không. Cũng như đối với 
đïve. sự vẽ bản đồ topo của một trường vecctơ cho phép hiểu được nguồn gốc 
tên đặt "rota”. Các trường (1) và (2) được biểu diễn trên hình 54 là: trường (l) 
có rota triệt tiêu ở M và trường (2) có rota khác không. 


1) † 2) ki kg 
¬ VN 
sự 
TS TÔ CO vảy TÀ |Íì M tỊ] 


\ `. T7 
H.54. ° Trường hợp 1: trường vectơ này có rota luôn bằng khôn“ 
* Trường hợp 2 : Trường vecty này đang quay xung quanh điểm M (chú ý: 
trường này có thế có rota triệt tiêu khắp nơi, trừ ở MỊ). 


5.2. Định lý STOKES - AMPÈERE 

Cho một đường cong kín “ có định hướng, piới hạn một mặt > không 
khép kín và có định hướng. Do định nghĩa của lưu thông nguyên tố dC mà 
lưu thông của một trường vectơ dọc theo một đường cong kín bằng thông 
lượng của rota của nó đi qua mọi mặt tì lên đường cong kín này (ta giả 
thiết Œ liên tục khấp nơi). 

Định lý STOKES-AMPERE được phát biểu như sau: 

Lưu thông của một trường vectơ G dọc theo một đường cong kín thì 
bằng thông lượng của rota của nó đi qua mọi mặt tì lên đường cong kín 
này (GŒ giả thiết là liên tục) (tình 55): 


‡ G(P).dP= JÏ rot(G(0)).NodS. 
đường cong mặt» 


Chủ ý : Theo định lý STOKES, thì kết quá là độc lập với việc lựa chọn mặt 
3 tì lên đường cong kín 4. 


Ta hãy lấy hai mặt X¡ và Đ- Ú lên cùng một đường cong kín ; ta hãy 
kết hợp hai mặt đó để tạo thành một mặt kín Ð. 
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Cả2 NdS 
rot G 
rotG.Ñ 
dế 
vỏ 
0 y 


x 
H.53. 7hành phần roLa;(G) đi theo 
N bằng: 

dC = roLG.A dS. 


P 


H.SS. Định lý ŠTOKES—AMPERIE 
$ói P).dP= J[atdto Nuss 
⁄ Š 


Thông lượng của rot(G) đi qua > sẽ đồng nhất không (hình 56), vì các thông 
lượng của rot(Ở) đi qua ®¡ và 5+ đều giống hệt nhau khi các mặt đó là 
không kín (và được định hướng đúng đối với 2, và trái ngược nhau khi Ð¡ 
và Đ; tạo thành mặt kín Ð. Vậy rota là một vectơ có đive bằng không. 
Thực tế là ở đây ta có sự tương đương mà ta sẽ không chứng minh. 


« Ñ=ro((G) tương đương với div# = 0 ở mọi điểm trong không 
gian. 

s Điều kiện cần và đú để một trường có thông lượng bảo toàn là: nó 
phải là trưởng các rota. 


5.3. Trường có lưu thông bảo toàn 


Một trường có rota khắp nơi triệt tiêu, sẽ nhìn thấy lưu thông của nó 
dọc theo mọi đường cong kín đêu đồng nhất không: trường vectơ này 
được gọi là trường có lưu thông bảo toàn. 

Điều này cũng có thể được phát biểu là: lưu thông của trường vectơ từ 
một điểm này sang điểm khác thì độc lập với đường đi. Điêu này dễ hiểu, 
vì theo một đồng nhất thức đã đưa ra trước đây, thì mọi trường vectơ có 
rota triệt tiêu đều được viết dưới dạng một prađiên. Vậy: 


8 B B 
C= Jfen.1- gradg.d4/ = |dg = g(®)- g(A). 
A A A 


Mội trường vectơ có rota triệt tiêu đều có lưu thông được bảo toàn: 
lưu thông của nó dọc theo mọi đường cong kín đều bằng không và lưu 
thông của nó giữa hai điểm thì độc lập với đường đi. 

Điều kiện cần và đủ để một trường vectơ có lưu thông bảo toàn là nó phải 
được đặt dưới dạng một građiên: lúc đó ta nói về trường građiện. 

Ta nhắc lại đồng nhất thức đã được nêu ra trước đây. 


G là một građiên : G =grad g tương đương với rotG=0 tại mọi 
điểm trong không gian. 

Điều kiện cần và đủ để một trường vectơ có lưu thông bảo toàn là nó 
phải được đặt đưới dạng một građiên. 


5.4. Toán tử rota trong vật lý 


5.4.1. Các nguồn của trường từ tĩnh 
Trong từ tĩnh học, các nguồn của trường là các dòng điện; phương trình vi 
phân gắn từ trường với các dòng điện (có mật độ dòng thể tích 7 ) là (57) 


(xem H—P'répa, Điện từ học, PC—PSI, năm thứ hai) rOLxz B(M) = Họ /(M) Ề 
Các hệ quả của phương trình này là: 


* trong một miễn không có dòng điện, thì vectơ # có lưu thông được bảo 
toàn ; 
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⁄ 


H.56. Cho dù các mặt Si và 3». 
giới hạn một thể tích V như thế nào, 
thì ta vẫn có: 


đệ J [ni ti J [aồo dỗ 
s 


= Jl[£esee 
V 


váy div(roLỞ) =0. 


X 


H.57. Cho một dòng điện l chạv 
trong một đây dẫn trùng với (Oz) 


® roL,p =+, vì /=+œ 


« ro Bụy =0, vì j =0. 


« vectd Ø tuân theo định lý AMPERE. Lưu thông của B trên một đường 3 
cong kín bằng tổng các dòng điện. đi qua mọi mặt (theo chiều thuận) tì 
lên đường cong lưu thông. nhân vớt nụ (hình S8). 


5.4.2. Vectơ xoáy của một chất lưu 


Jš 
LỂ, \ h 


: l5 VU : 
((Ả) = 7 röt (0M )) : H.58. Cho là từ trường tổng công 
= tạo ta Đi tập họp các dòng điện l, 


Vectơ xoáy của một chất lưu được xác định bởi hệ thức (15 S9): 


đi qua một mặt tì lên 2 và các dòng 


55. Các ví du tính toán điện T1, không đỈ qHa Hit Hày. 
T Định lý AMĐPÈRE cho ta: 
5.5.1. Tọa độ Descartes $ñ dÄ = HạŠ ƒ; 


Ta hãy xét trường vcctơ được biểu diễn trên 0⁄1: 60 đưới dạng: 


a(M) = Ó)6y: 


=Họ(h+ầ›=h =1) 


/S „ilÏ 
LC 


H.6U. Trường vect7 dưới dạng TÔ) này có đe triệt tiêu, những có rota khác H.§9, Trường các vận Tốc ở trong và 


Ìm, 


H 
ì 
1 
' 
' 
' 
h 
' 
' 
h 
1 


không. Lưu thông của nó dọc theo đường cong kín ABCDA thì khác không. ngoài mội vùng xoáy đều bán kúnh a. 


® Trường này có đive triệt tiêu (xe: §4.3.4). 
® Ngược lại, trường này không có rota triệt tiêu. Ta hãy xét lưu thông d€ 
của ¿ trên đường cong kín ABCDA: biểu thức của nó bằng: 


d II ` 
dC = h(Đy(Y)T—®y(y+ dv)) = củ l VÔ lun 


dy 
biểu thức này sẽ khác không kể từ khi phụ thuộc rõ rằng vào v. Biết 
š ¬-. ˆ. l "x ¬.. ` : 
rằng dC = roL.dể = rotz.hdye-, điều này cho roi =—=——=¿, (duy nhất 
Ấy 


chỉ thành phần này là khác không, xem § Š.6). 


5.5.2. Tọa độ trụ 
5.5.2.1. Trường dạng /ƒ0)¿, 
Cho một trường vectơ . /Ư)œ. 


de) 


,É 


Đặt gŒ) sao cho g()= [ro +ø(¿) nghĩa là /0)= 
q 
Điều này có nghĩa /Œ)¿„ là một gradiên: ƒŒ)¿, = grad(e(2)) . Roti của 


một građiên bằng không, nên rota của ƒ(z)¿„ bằng không. 
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Trong tọa độ trụ, ta có: 
rot[ƒ(r)#,]= 0 và do vậy rotZ, = 0. 


Sự chứng minh không có tính tổng quát, nhưng kết quả bao giờ cũng đúng. 


5.5.2.2. Trường ở dạng ƒ(r)& 


Thành phần duy nhất khác không của rota của một trường vectơ dạng 
ƒứ)& thì hướng theo trục (Óz). Muốn tính trường này, ta hãy nghiên cứu 
thông lượng d® của nó đi qua một hình vành khăn nằm ở giữa hai vòng 
tròn bán kính r và r + dr (hình 61): 


d® = rot[ ƒ()4g ].2xr drẻ, = ƒ(r + dr)2m + dr)— ƒ()2Rr 


=2n 4z] dr= ưng rdr. 
dz r 


dr 
Trong tọa độ trụ, ta được: 
mi ~1_ ldữ ƒŒ)).. 
oft| /Œ =——————£,, 
rot[ƒ()& ] sa củ 


đo đó: 


* rof(ä))= S; 
r 


° rot(rä )= 2£, (có nghĩa đây là một vectơ đều. Thành thử mọi 
vectơ đều Q_ đều có thể được đặt dưới dạng Q= Q@2,, và ta sẽ có 
rot(O A7)=2Q với Q là đều); 

° m3) =0 (trừr = 0, thì rota bằng vô cực). 


Kết quả cuối cùng này dẫn đến hai lời bình quan trọng. 


® Nó chứng tỏ rằng một trường ® bất biến đối với phép quay xung 
r 

quanh trục (Óz). sẽ có rota triệt tiêu: thực ra, đó là trường hợp duy nhất 

của trường trực xuyên tâm có rota bằng không. 


s Kết quả này có thể có vẻ kỳ dị. Thật vậy, lưu thông của ®9 trên một 
r 


vòng tròn bán kính z (trục (Óz)) thì bằng 2r, vậy là không đổi và khác 
không, trong khi rota của nó triệt tiêu. Điều này là do tính kỳ dị ở r= 0 


(Vậy là trên trục (Øz) !) mà tại đó (3) là vô hạn, và tích phân: 
Lổ 


$ G(P)dP= lÏ rot(G(O)).NodS, 


đường cong mặt $ 
lúc đó khác không khi trục (đz) "đi qua" đường cong ⁄. 


5.5.3. Tính rot(4) 


Từ biểu thức của rota trong toạ độ Descartes (xem §5.6), ta có thế thiết lập 
một công thức quan trọng mới (vì rất tiện lợi) 
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/ƒƯ}#a 


H.6la. Sự nghiên cứu mỘt trường 
trực xuyên tâm dạng ƒ(r)4 . 


H.61lb. Thóng lượng của rotŒ đi 
qua diện tích d$=NdS$ giới hạn bởi 
hai vòng tròn 4 và ¿+ thì bằng 
tống các lưu thông của G trên hai 
đường cong kín - 

rot| /(Œ)& ]2xrdrN 


rof( 4) = ứroLÁ + gradw A Á : 


Công thức này cho phép có được một cách tính khả dĩ khác về rota của 
một trường trực xuyên tâm trong tọa độ trụ: ƒŒ,r)ä& Thật vậy: 


: ĐT TÊN : "nọ ữ,0)|. 
rotl ƒ(,f)d ]Ì= ữ,r)roLáy + grad|[/Œ.f)^A đáy 1Ã _=—. 
r êr 
hay : 
ro /Œ,Ð)á; ]= rollzf0,) ĐI =rƒŒ.t)rot kh orad|z 70p”. 
| ¿ Cà lộ r H.62. Sự lựa chọn điện tích đế có thế 


êlrfứ.D|.. tính toán thành phần của rotỞ 
bề ven lu (GAkbo/  Đ, 


— = -„ điều này phù hợp với các kết quả trước 
r cr ' 


hướng theo trục (ÓS). 


đây. 


5.6. Biểu thức giải thích 

Ta có được biểu thức giải tích trong toạ độ Descartes bằng cách chỉ rõ các 
lưu thông của Ớ trên các đường chu vi kết hợp với các mặt của hình lập 
phương có diện tích dvdy, dydz và dvdz (hình 62): 


ŠƠ. CƠ, 
êy Cơ 
^ư> ^/>* 
"- êG(, €GŒ. 
TOLỞ = ng 
` = 
Ồx êY 
^ 
( Gy êŒ Ý 
ầy êy 


Thật vậy, ta hãy áp dụng định nghĩa của rota để tính thành phần của nó 
trên trục (Óz) bằng cách khảo sát lưu thông nguyên tố dC của vectơ Œ 
trên đường chu vi ABCĐA : 
dŒ = GŒy(x+ dv, v.z)dy — Ớy(x, y + dự, š)dy — Ớ,x, Y,2)đy + Ớ, +, y,2)dv 
=€y( + dy,w.x)dy — Œy(3, y,2)dy + Ở, (x, y.4)dv — Gv (x, y + dy,š)dx 


' | ễG,0.w2)_ 20/02) 


= dvdy 


ỒY Šy 

= rOL: (G)dx dyế., 
điều này cho ta đúng (trong tọa độ Descartes): 
SŒy(X.32) ÊGŒy(x,y,£) 


rol Sẻ G = 
ềy ây 


Cũng như đối với đive, biểu thức của rota trong tọa độ trụ và cầu phức tạp 
hơn. Để thông báo. ta đưa ra hai biểu thức đầy đủ sau: 


l ôG, ŠÓp 
rê0 € 
nh ŠŒ„ ˆ €G. 
Trong tọa độ trụ: rot(G)=| ——~——- 
lưng (1 
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Ta hãy áp dụng định nghĩa của rota để tính thành phần của nó trên trục 
(Óz) bằng cách khảo sát lưu thông nguyên tố dC của vectơ Ớ trên đường 
chu vì ABCĐA (hình 63): 


dŒ = Œ,„(r.9.z)dr + ng (r + dr.Ð,z)(r + dr)dÐ — ỚŒ„(r.0 + d0.z)dr 
— nụ (r.98,z)rd0 

= Œ,(r.Ð,z)dr — Œ„(r.9 + d8,z)dz + Œạ (r + dr,Ð,z)( + dr)dÖ 
— G (r.0.z)rd0 


sc E01) 0:0)10 o1 20/0 CC đo 51 VÕ 
e9 ếr 
` ng =“. 
r êr e0 


= rot:(G).r dự d0 .. 


l TẾ đưỚy(Œr.Ð9,2J|  êŒ,Œ.0.: 
điều này cho ta đúng rot:(Œ)= Ệ U S01 HỆG. Dã , : 
r êr ¿0 
] ©(sinÐŒ) @Q 
r“sin0 e0 co 


: " IÍ 1 ê@  Ê€ữG,) 
*® Trong tọa độ cầu: rot(Œ) = dsn Ho —“———— _ | 
"| sin8 6@ ếP 


IS -S:| 


F êr lAo 


6 Toán tử LAPLACE 


6.1. Laplaxiên vô hướng 
6.1.1. Định nghĩa 


Laplaxiên vô hướng được áp dụng cho một trường vô hướng ø; nó được 
ký hiệu theo quy ước bằng A và thực chất được xác định bởi hệ thức: 
Ag = div(grad g) 


Vậy nó biến đổi một vô hướng thành một vô hướng. 


6.1.2. Laplaxiên trong vật lý: phương trình LAPLACE 


Phương trình LAPLACE là Ag=0: phương trình này có mặt trong nhiều 
lĩnh vực vật lý: 


* tĩnh điện : điện thế V nghiệm đúng phương trình AV =0 trong một 
miền không có điện tích: 

* khuếch tán nhiệt: nhiệt độ T nghiệm đúng phương trình A7 =0 khi có 
sự truyền nhiệt bằng khuếch tán, độc lập với thời gian; 

*® cơ học chất lỏng: Ao =0. trong đó @ biểu diễn thế mà từ đó phát sinh 
trường vận tốc (¿ = prad@) trong một dòng chảy không xoáy. 
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H.63. Sự lưu chọn điện tích nguyên tố 
để có thể tính thành phần của rotŒ 


hướng theo (ÓS) trong toa độ trụ. 


6.1.3. Các ví dụ tính toán 

6.1.3.1. Tọa độ trụ 

Cho một trường vô hướng ƒfr) trong tọa độ trụ (hình 64). 

Ta hãy tính Aƒ0) : 

] dựữgŒ)) 


grai(/0)) = SCở, và điv(g0)6,)=~ 
dr r dr 


Trong tọa độ trụ, ta có Aƒ(r)= "2 „ đặc biệt với A(In(r)) = 0. 
rưdr\ dư 


6.1.3.2. Tọa độ cầu 
Cho một trường vô hướng trong tọa độ cầu ƒfr) (h.65); ta hãy tính AƒŒ'): 
để 


ørad =——€ 
grad(ƒ(r)) để Cr 


2 
và dix(g(r)5,)=— U-§Œ)), 
FỆ dr 


Trong tọa độ cầu, ta có: 
1 2 
r? dr dr r dr 


với đặc biệt là A[E) =0. 
r 


6.1.4. Các biểu thức 
s Tọa độ Descartes 


Biểu thức giải tích của laplaxiên trong tọa độ Descartes có dạng: 


* Tọa độ trụ 


Ø*“g lêg I1 
Đ ĐA chì TỦ 2 
Ổr røớr r@Q Ôz 


Ag= 


chú ý rằng : DỌC an cuc _ pEP : 
ôr? rồr rôr 


* Tọa độ cầu 


2g 2ôg 1 sô 3 5: 
Ag=—Ÿ sã D b [s9 Ti" : : se. 
Ør rồr r^sino ô0 œ r“ sin”9 Ø0“ 


ôr 2 


Ồ r œ 


đường cong 
f= cte 


H.64. 7rong tọa độ trụ : 


_1d( 4 
AC r mị 3]. 


H.65. 7Trong tọa độ cẩu : 
Af0)= xn #] : 


r2 dr dr 


6.2. Laplaxiên vectơ 


6.2.1. Định nghĩa 


Laplaxiên vectơ, theo quy ước, được ký hiệu A, biến đổi một vectơ thành 
một vectơ. Biểu thức của nó, frong tọa độ Descarfes, có dạng: 
AG =AG, ẻy +AỚ, ey + AỚ,ẻ; 

Trong loại tọa độ này (và duy nhất chỉ trong tọa độ này), chỉ cần áp dụng 
laplaxiên vô hướng cho từng thành phản của trường vectơ xuất phát là đủ. 
Trái với các toán tử khác có tên gọi hình tượng hơn (như “đive”, "rota"), 
toán tử laplaxiên, do tên nhà toán học LAPLACE, lại không có một ý nghĩa 
vật lý trực tiếp. Đồng nhất thức, liên kết nó với các toán tử khác đã được 
xác định trước đây, cho phép tự đó rút ra một định nghĩa thực chất: 


rof(rof A) = grad(div4) —AA 


6.2.2. Laplaxiên vectơ trong vật lý 


6.2.2.1. Sự lan truyền sóng 


Các phương trình về sự lan truyền của các đại lượng vectơ thường tuân 
theo phương trình d' ALEMBERT. Thành thử phương trình lan truyền điện 
trường trong chân không, chân không các điện tích và dòng điện, có dạng: 


6.2.2.2. Tương đương của phương trình LAPLACE trong từ tĩnh 
Trong từ tĩnh, từ trường 8 là một vectơ có thông lượng bảo toàn; như 
vậy, nó có thể được viết dưới dạng B= rot(4), trong đó A được gọi là 


thế vectơ. Vectơ này, trong một miền không có dòng điện, nghiệm đúng 
phương trình: 


6.2.3. Các biểu thức 


Đây là các biểu thức của các laplaxiên vectơ (mà ta sẽ không bao giờ sử 
dụng?) trong tọa độ trụ: 


6r|rồr r 007 ôz 

A) 5 
- lê[1lô =_.. ê" 2 ÂA, 
AA= Slze | : Ä + % ê An 
êr|rồr rˆ (0ˆ &  rˆ €0 

2 ~ 
Lê(£ ©A. LCCA. Ê“A. 
: ¬ + 3 
rêr êr rz (027 âz2 
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DIỀU CẦN GHI NHỚ 


 TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN 
*® Trong tọa độ trụ : d3 = dre„ +rdÐ & +dcec.. 


s Trong tọa độ cầu : đ4/ƒ = drẻ, + rdÐ & + rsin6 dọ đa » 


 ĐƯỜNG CHU VI VÀ BỀ MẶT 


* Lưu thông Œ của một trường vectơ G trên một đường cong có dịnh hướng (kín hay 
không) được xác dịnh bởi : 


B 
C= | G(M).dM hày C= ‡ GUM).dM. 
A đường chu vi 2 
đường cong 


Lưu thông của một vectơ dọc theo một đường chu vi được gắn với toán tử rota. 


® Thông lượng ® của một trường vectơ G di qua một mặt 2, mà mặt này phải dược định 
hướng, được xác định bởi: 


®= J[£en-«s và lH) GLM).dS. 
b» >(kín) 


Thông lượng của một vectơ đi qua một mặt kín 5 được gắn với toán tử dive 


TOÁN TỬ GRAĐIÊN 
*® Toán tử gradiên (vi phân ở A7) được xác dịnh bởi : 
dg = gLUM + dM) — gUM) = grad (g).dM.. 
Thường ta viết: dợ = prad(g).dM : 
* Vectơ 0rad g trực giao với các mặt ø = cte; nó được định hướng về các "ø"' tăng (nó chỉ rõ 


đại lượng ø(M) biến đổi theo phương nào và theo chiều nào) ; nó cũng chỉ rõ độ lớn của độ 


biến thiên không gian của dại lượng ”ø 


« Nếu G là một gradiên G= grad gø, thì lúc đó rotG =0 tại mọi điểm trong không gian. 


ã TÍNH GRAĐIÊN 


—; l PM —— I 
® pradyz =— _= grad, | —— ]. 
PM PM- PM 


® Trong tọa độ trụ, ta có grad(r) = Ty, : 
Trong tọa độ cầu, ta có gradƒ(r) = Ty, 


« Độ biến thiên toàn phần của g là dg = grad g.d + Sư, 
í 
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Độ biến thiên toàn phần của g được viết : 


Dg =grad g.d tu với d3 (dx,dy,dz) = 0M, r)dt.. 


TOÁN TỬ ĐIVE 
* Toán tử dive tại M của trường Ở lúc đó được xác định bởi hệ thức : 
d® =divGdt. 


* Thông lượng đi ra của một trường vectơ G (không biểu hiện tính gián doạn trên một mặt 
kín hay không, ở bên trong thể tích W) qua một mặt kín Ð thì bằng tích phân dive của nó 
theo thể tích V giới hạn bởi mặt này : 


† G(0).NgdS = JÍÏ] dívgr(G())dtạy. 


mặt kín thể tích V 


+ Trường có thông lượng bảo toàn 


div(8) =Ú tương đương với B= rot(4). 


*® Trong tọa độ trụ, ta có div(e„) = F „ div)=divứre,)=2 và dá[Š"]=de| 5] =0 (trừ 
tại r = 0 thì đive là vô hạn). 

s Trong tọa độ cầu, ta có div(£„) = „ divŒ)=divứre,)= 3 và an) = an S] =0) (trừ 
tại r = 0 thì dive là vô hạn). 


° div( 4) = wdiv 4 + gradw. A.. 


* div(A4 A B) =—A.rot 8 + B.rot A. 


* Trong tọa độ trụ, div(ƒŒ)4& )=Ũ : trường vectơ ư)a có thông lượng bảo toàn. Đặc 


biệt, & là một trường vectơ có thông lượng bảo toàn. 


§ TOÁN TỬ ROTA 
*« dC =rot(G).dS. 
° Định lý STOKES-AMPÈRE 
Lưu thông của một trường vectơ G dọc theo một đường cong kín thì bằng thông lượng rofa 
của nó đi qua mọi mặt tì lên đường cong này (G giả thiết là Hiên tục) : 
‡ G(P).dP = JÏ rot(G(Ó)).Nu dS. 

đường cong mặt > 
« #=rotG tương đương với diy#=0 tại mọi điểm trong không gian. 
« Điều kiện cần và đủ dể một trường có thông lượng bảo toàn là nó phải là trường các rota. 


® Mọi trường vectơ có rota triệt tiêu đều có lưu thông bảo toàn: lưu thông của nó dọc theo 
mọi đường cong kín đều bằng không và lưu thông của nó giữa hai điểm thì độc lập với 
đường đi. 


270 


° G là một građiên : G= grad g tương đương với rotG =0 tại mọi điểm trong không gian. 
Điều kiện cần và đủ để một trường vectơ có lưu thông bảo toàn là nó phải được đặt dưới 
dạng một građiên. 
* Trong tọa độ trụ, ta có : 

rot[/(r)#„]= 0, và đo đó rotẻ, = Ú. 
*® Trong tọa độ trụ, ta được : 


— ~+_ ldứƒ(r)). 
doi 2) bạc MagToee D 


=> Gì... _ ' 
do đó rot(& )=—~, rotré )= 2£; (có nghĩa, đây là một vectơ đều). 
r 
Thành thử mọi vectơ dẻu ©@ có thể được viết dưới dạng Q=Q ể., và ta Có : 
rot (Q Ar)= 2Q 
$® 


với Q là đêu và m9) =0 (trừởr =0, thì rota là vô hạn). 
r 


° rot(wÁ) = wrot Á + gradw A Á. 


TOÁN TỬ LAPLAXIÊN 
*® Aơ=div(prad ø). 


* Trong tọa độ trụ, ta có : 


đặc biệt với A(In(zr)) = 0. 


s Trong tọa độ cầu, ta có : 


1L d(¿d š 
Afœ=-L (“ Ÿ ) 
rˆ d dr r dự 


đặc biệt với ^[ ] =0. 
r 


* Laplaxiên vectơ 


Ađ=AG/ðy +AGy6y + AG,¿, 


s rot(rot 4) = grad(div4)— AA. 
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